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Аннотация. В условиях роста применения технического зрения в навигационных системах 

подвижных объектов возникает необходимость в исследовании численно-эффективных алгоритмов 
оптимальной фильтрации, адаптированных для совместной обработки измерений инерциальных 
датчиков и данных большого числа визуальных источников информации. В статье предложена но-
вая модификация фильтра Калмана (блочный фильтр Калмана), имеющая линейную вычислитель-
ную сложность от числа источников измерительной информации; получена численно-устойчивая 
версия фильтра, использующая LDL-факторизацию матриц ковариаций. Цель исследования: полу-
чить алгоритм LDL-факторизованного блочного фильтра Калмана, имеющего линейную вычисли-
тельную сложность относительно числа входящих в измерительную систему источников информа-
ции; показать возможность применения такого алгоритма в комплексированной инерциальной нави-
гационной системе с техническим зрением. Материалы и методы. Доказывается алгебраическая 
эквивалентность блочного фильтра Калмана классическому в специальном случае; предлагается 
способ приближения оценок блочного фильтра к оценкам классического с требуемой точностью  
за счет расширения вектора состояния. Вычислительная сложность блочного фильтра Калмана срав-
нивается с вычислительной сложностью классического фильтра Калмана в рамках численного экс-
перимента. Проводится численное моделирование работы блочного фильтра в составе навигацион-
ной системы для сравнения с классическим фильтром. Результаты. Получены уравнения блочного 
LDL-факторизованного фильтра Калмана; проверена его линейная вычислительная сложность от 
числа источников информации. Предложен и проверен в рамках моделирования работы навигаци-
онной системы способ приближения оценок блочного фильтра Калмана к оценкам классического 
фильтра за счет расширения вектора состояния. Заключение. Основные теоретические свойства 
блочного фильтра Калмана были подтверждены в рамках численных экспериментов. В ходе даль-
нейших исследований будут рассмотрены альтернативные способы формирования расширенного 
вектора состояния фильтра; будет проведено тестирование блочного фильтра Калмана в рамках бо-
лее сложных сценариев. 

Ключевые слова: фильтр Калмана, численная эффективность, техническое зрение, комплекси-
рованная навигационная система 
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Abstract. As the use of computer vision in vehicle navigation systems increases, there is a growing 

need for computationally efficient optimal filtering algorithms that can jointly process measurements from 
inertial sensors and a large number of visual information sources. Contribution. This paper proposes a new 
modification of the Kalman filter (the block Kalman filter) with linear computational complexity in  
the number of measurement information sources. A numerically stable version of the algorithm is derived 
using LDL-factorization of covariance matrices. Purpose of the study. The aim is to develop an LDL-
factorized block Kalman filter algorithm with linear computational complexity with respect to the number 
of information sources in the measurement system and demonstrate its applicability in a integrated visual-
inertial navigation system. Materials and Methods. This research demonstrates the algebraic equivalence 
of the block Kalman filter to the standard one in a specific case. A method is proposed for approximating 
the estimates of the block filter to those of the standard one with desired accuracy by expanding the state 
vector. The computational complexity of the block Kalman filter is compared to the computational com-
plexity of standard one within a numerical experiment. Numerical modeling of the block filter operation 
within a navigation system is conducted for comparison with the standard filter. Results. The equations  
of the block LDL-factorized Kalman filter are obtained. Its linear computational complexity with respect to 
the number of information sources is verified. A method for approximating the estimates of the block 
Kalman filter to those of the standard filter by expanding the state vector is proposed and verified within  
the framework of navigation system simulation. Conclusion. The main theoretical properties of the block 
Kalman filter were confirmed in numerical experiments. Further research will explore alternative methods 
of forming the extended state vector of the filter; the Kalman block filter will be tested within more com-
plex scenarios. 
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Введение 
Внедрение мобильных роботизированных систем в такие отрасли современной экономики, 

как транспорт, логистика и диагностика сопровождается повышением требований к надежности 
их навигационного обеспечения, что обуславливает использование визуальных источников кор-
ректирующей информации (техническое зрение) наряду с классическими (приемниками спутни-
ковых сигналов, дальномерами). 

Специфика использования технического зрения в навигации заключается в необходимости 
совместной обработки данных большого и переменного числа отслеживаемых визуальных при-
знаков, которые выступают в качестве источников навигационной информации. В современных 
комплексированных с техническим зрением инерциальных навигационных системах для получе-
ния оптимальных оценок положения и ориентации подвижного объекта применяются рекурсив-
ные фильтры, такие как фильтр Калмана [1–3], фильтр частиц [4, 5] и их модификации, а также 
методы нелинейной оптимизации (по окну, включающему некоторое число измерений) [6]. При 
этом, несмотря на развитие альтернативных подходов, калмановская фильтрация продолжает 
широко использоваться в данной области [7]. 

Для работы навигационной системы в реальном времени важно обеспечить быстрое функ-
ционирование комплексирующего фильтра, тогда как для улучшения характеристик точности и 
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надежности оценок требуется обрабатывать большее число визуальных признаков. Степенная 
вычислительная сложность от числа источников информации, характерная для многих оптималь-
ных фильтров (в частности, кубическая сложность классического фильтра Калмана [8]), усугуб-
ляет противоречие между этими требованиями, заставляя искать субоптимальные алгоритмы 
фильтрации с меньшими затратами на вычисления. 

Для задачи комплексирования инерциальных данных и данных технического зрения известен 
класс фильтров с линейной вычислительной сложностью, называемых Multi-State Constraint 
Kalman filters (MSCKF, фильтры Калмана с ограничениями на множественные состояния систе-
мы) [9]. В рамках данных фильтров оценки расположения неподвижных визуальных признаков 
рассчитываются однократно на этапе их инициализации вне фильтра Калмана, векторы ошибок 
расположения признаков не включаются в вектор состояния фильтра и не оцениваются. Ряд по-
следовательных наблюдений одного и того же визуального признака объединяется в общее урав-
нение измерений, после чего данное уравнение проецируется на левое нуль-пространство матри-
цы измерений вектора ошибок расположения визуального признака; таким образом, он исключа-
ется из общего уравнения измерения. В результате в уравнение измерений входят лишь векторы 
ошибок оценок положения и ориентации навигационной системы в последовательные моменты 
времени [7, 9]. 

Среди недостатков MSCKF можно назвать то, что векторы состояния визуальных признаков 
не оцениваются, что не позволяет его применять в системах, где у данных векторов имеется ди-
намика (например, если расположение визуальных признаков задается в подвижной системе ко-
ординат). Также это вызывает повышенную погрешность от линеаризации, так как матрицы из-
мерений рассчитываются путем линеаризации в точке, соответствующей начальной оценке рас-
положения визуального признака. Кроме того, несмотря на линейную сложность от числа визу-
альных признаков, объем требуемых вычислений и затрат памяти довольно велик в связи с необ-
ходимостью построения общих матриц измерения фильтра, объединяющих уравнения измерения 
в последовательные моменты времени. 

В данной статье предложен фильтр, также обладающий линейной вычислительной сложно-
стью относительно числа источников информации, но позволяющий оценивать полный вектор 
состояния, включая векторы состояния источников информации. В отличие от MSCKF данный 
фильтр на каждой своей итерации использует только текущие уравнения измерения (как класси-
ческий фильтр Калмана), снижение вычислительной сложности достигается за счет упрощения 
структуры фильтра при принятии некоторых допущений, что созвучно с подходами, применяе-
мыми в распределенных фильтрах Калмана (Distributed Kalman Filters). 

Различные алгоритмы распределенных фильтров известны и для фильтра Калмана, и для 
фильтра частиц [10]. Они рассматривались как способ понижения вычислительной сложности до 
квадратичной, способ параллелизации вычислений [11], а также как способ организации обработ-
ки данных мультисенсорных сетей [12–15]. Данные алгоритмы оперируют отдельными блоками, 
выделенными из матриц классического фильтра Калмана, позволяя «развязать» уравнения, связан-
ные с каждым из источников информации. Однако распределенные фильтры из работ [12–14] 
эффективны только в случае, когда измерители не имеют своего вектора состояния (связанного 
только с данным измерителем); таким образом, они не подходят для использования в комплекси-
рованных с техническим зрением инерциальных навигационных системах.  

 
1. Структура уравнений измерения и принятые статистические допущения 
В данной статье рассматривается система со следующей структурой уравнения измерений: 

 , ~ 0, Y ν H X ν R ,                    (1) 
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где Y  – вектор невязки измерений; X  – вектор состояния; 1X  – общий вектор состояния систе-
мы; iX  – вектор состояния i-го измерителя, 2i N  ; H  – матрица измерений; 1iH  – матрица 
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измерений общего вектора состояния системы i-м измерителем; iH  – матрица измерений вектора 
состояния i-го измерителя; ν  – вектор шумов измерений; iν  – вектор шумов измерений i-го из-
мерителя;  1 11~ 0,X P  – общий вектор состояния системы;  ~ 0,i iiX P  – вектор состояния  
i-го измерителя. 

Уравнения блочного фильтра Калмана получим, приняв в качестве допущения, что векторы 
состояния измерителей статистически связаны друг с другом лишь посредством общего вектора 
состояния системы, т. е. выполнены условия (2). 

Статистически связанными посредством 1X  будем называть такие векторы iX , jX , для 
которых выполняется: 

     

1 1

1 1

1 1

, 2 ,
, 2 , ,

cov , cov , cov , 0.

i i i

j j j

i j i j

i N
j N j i

   

    
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X A X γ
X A X γ

γ X γ X γ γ

                (2) 

В специальном случае, когда условия (2) выполнены, блочный фильтр Калмана будет алгеб-
раически эквивалентен классическому. Этот случай интересен тем, что матрицы взаимной корре-
ляции ijP  между векторами состояния любых двух различных измерителей Xi, Xj выражаются 
через матрицы 1iP , 1 jP  их взаимной корреляции с X1 и его ковариационную матрицу 11P : 

1
1 11 1cov( , )ij i j i j

 P X X P P P , 
где 1 1 11 1 1 1 1cov( , ), cov( , ), cov( , )i i j j  P X X P X X P X X . 

Следовательно, в описываемом случае матрицы взаимной корреляции между векторами со-
стояния измерителей ijP  не несут дополнительной информации, что указывает на возможность 
их исключения из алгоритма фильтра Калмана, существенно упростив его структуру. 

 
2. Редукция порядка фильтра Калмана, получение блочных уравнений этапа коррекции 
Запишем уравнение невязки измерений i-го измерителя: 

   
1 1 ,

~ 0, , cov , 0, 2 , 2 , .
i i i i i

i i i j i N j N j i
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ν R ν ν 
            (3) 

В силу условий (2) вектор состояния i-го измерителя iX  можно разложить на составляю-
щую, пропорциональную вектору состояния 1X , и остаток iγ , некоррелированный с векторами 
состояния остальных измерителей: 

   1
1 11 1 , ~ 0, , ~ 0, , 2i i i i ii i ii i N  γX P P X γ X P γ P  ,            (4) 

где 1
1 11 1ii ii i i

 γP P P P P . 
В (3) выделим из iX  коррелированную с 1X  составляющую, сгруппируем остаток iγ  с iν : 

   1
1 1 11 1, 2i i i i i i i i N    Y ν H γ H H P P X  .              (5) 

Введем обозначения: 
   ˆˆ ˆ, ~ 0, , 2i i i i i i i N  ν ν H γ ν R  ,                (6) 

где ˆ T
i i i ii i γR R + H P H . 

По построению ˆ iν  не коррелирован с ˆ jν  при i j  и может рассматриваться как приведен-

ный шум измерений i-го измерителя, тогда ˆ
iR  – матрица ковариаций приведенного шума i-го 

измерителя. 
Тогда невязку измерений i-го измерителя можно переписать в виде 

1 1
ˆˆ , 2i i i i N  Y ν H X  ,                   (7) 

где 1
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 H H H P P  – приведенная матрица измерений. 
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Таким образом, из всех уравнений измерений были исключены векторы состояния измерите-
лей; вектор состояния новой системы равен общему вектору состояния 1X  исходной системы. 

Тогда для расчета апостериорной матрицы ковариаций оптимальной оценки общего вектора 
состояния 1X  можно воспользоваться ее выражением в информационной форме [16]: 

1
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Зная апостериорную матрицу ковариаций оптимальной оценки общего вектора состояния 1X , 
матрицы оптимальных коэффициентов Калмана для него можно выразить как 

1
1 11 1

ˆ ˆ , 2T
i i i i N  K P H R .                   (9) 

Таким образом, порядок фильтра Калмана удалось редуцировать, исключив векторы состоя-
ния измерителей, и на основе редуцированной модели были получены оптимальные коэффици-
енты Калмана для общего вектора состояния 1X . Тогда оптимальная апостериорная оценка 1X  
выражается как 

1 1 1
2

N

i i
i

 X X + K Y ,                   (10) 

где 1X  – оптимальная апостериорная оценка общего вектора состояния. 
Далее необходимо рассчитать коэффициенты Калмана для всех векторов iX , используя зна-

ние 1X . 
Оптимальную апостериорную оценку iX  можно записать в виде 

 1
1 11 1 1 1

ˆ ˆ , 2i i i i i i i i i N     X P P X γ K ν H X H γ  ,           (11) 

где ˆ
iK  – матрица оптимальных коэффициентов усиления по невязке i-го уравнения измерения. 

Сгруппируем в (11) члены, содержащие 1X , и введем обозначения: 

1 , 2i i i i N  X M X γ  ,                 (12) 

где 1
1 11 1

ˆ ˆ
i i i i

 M P P K H ,   ˆ ˆ
i i i i i i  γ I K H γ K ν . 

Таким образом, оптимальная апостериорная оценка iX  состоит из двух частей: части, ли-
нейно зависящей от 1X , и остатка iγ . Поскольку оценка 1X  уже оптимальна, ˆ

iK  можно опреде-
лить из условия минимизации следа матрицы ковариации остатка iγ : 

  1ˆ , 2T T
i ii i i ii i i i i N


  γ γK P H H P H R  .              (13) 

Условия (2) требуют, чтобы апостериорные оценки векторов состояния измерителей iX  бы-
ли статистически связаны посредством 1X , иначе условия применения блочного алгоритма 
фильтра Калмана не будут выполнены на следующей итерации фильтра:  

 1cov , 0, 2i i N γ X  ,                 (14) 

 cov , 0, 2 ,i j i N j i  γ γ  .               (15) 

Вычислим  cov ,i jγ γ  и покажем, что это условие (15) выполнено: 

 cov , T
i j i j  γ γ γ γ  

   ˆ ˆ ˆ ˆ 0, 2 , .
T

i i i i i j j j j j i N j i               I K H γ K ν I K H γ K ν        (16) 

Вычислим  1cov ,iγ X : 
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 

   

1 1

1 1 11
2 2

cov ,

ˆ ˆ ˆ

T
i i

TN N

i i i i i k k k k k k
k k 

  

                 
 

γ X γ X

I K H γ K ν I K H X K ν H γ
 

   1 1 1
ˆ ˆ ˆ , 2 .T T T T T T

i i i i i ii i i i i ii i i ii i i i N         
γ γ γK R K I K H P H K K H P H R P H K      (17) 

Нетрудно видеть, что подстановка в (17) выражения (13) для оптимального коэффициента ˆ
iK  

обращает (17) в 0, то есть (14) выполнено. 
Таким образом, условия (2) не нарушаются в результате введения оптимальных поправок, и 

алгоритм блочного фильтра может быть применен и на следующих итерациях. 
Осталось рассчитать матрицы ковариаций для апостериорных оценок iX : 

1 11i iP M P ,   ˆ
ii i i ii γ γP I K H P ,  11

T
ii i ii  γP M P M P .           (18) 

В соответствии с (11) получаем, что рассчитать коэффициенты Калмана вектора состояния  
i-го измерителя iX  можно по следующим формулам: 

1

1

,
ˆ ,

i j
ij

i i i

j i

j i




 

M K
K =

M K K
.                 (19) 

В соответствии с (11) и (19) оптимальную апостериорную оценку iX  вектора состояния  
i-го измерителя можно получить как 

1 1
2

ˆ ˆ ,
N

i i i j j i i i i i
j

     X X M K Y K Y M X K Y              (20) 

где 1 1
2

N

j j
j

  X K Y  – оптимальная поправка к оценке общего вектора состояния системы 1X . 

Таким образом, с учетом статистических взаимосвязей между оценкой общего вектора со-
стояния системы 1X  и оценками векторов состояния измерителей iX , 2i N  , заданных усло-
виями (2), получены упрощенные выражения для расчета оптимальных оценок. Cложность алго-
ритма линейна относительно числа измерителей. Графически отобразить отличие предложенных 
уравнений от используемых в классическом алгоритме фильтра Калмана позволяют схемы на 
рис. 1 и 2. 
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Рис. 1. Схема расчета оптимальных корректирующих поправок блочного фильтра Калмана 

Fig. 1. The scheme for calculating optimal corrections of the block Kalman filter 
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Рис. 2. Схема расчета оптимальных корректирующих поправок классического фильтра Калмана 

Fig. 2. The scheme for calculating optimal corrections of the standard Kalman filter 
 
3. Этап прогноза 
Блочные уравнения этапа прогноза получены на основе уравнения прогноза для матрицы ко-

вариаций (21). 

,T P FPF Q   F  

11 12 1

21 22

1

0 0
0 0
0 0

N

N NN

 
 
 
 
 
 

F F F
F F

F F



 
,  Q

11 12 1

21 22

1

0 0
0 0
0 0

N

N NN

 
 
 
 
 
 

Q Q Q
Q Q

Q Q



 
,      (21) 

где P  – новое значение матрицы ковариаций; F  – переходная матрица динамики ФК; Q  – мат-
рица ковариаций шумов динамики ФК. 

Уравнения прогноза для матриц ковариаций фильтра можно записать как 

11 11 11 11 11
ˆˆ ˆ T P F P F Q , 

   1 1 1 11 1 1
T T

ii i i ii ii ii i ii i i ii    P F P + F P F F P + F P F Q , 

   1
1 1 1 11 11 1 11 1 1 1 1

2

N
T T

i i i ii ii i i j j i
j





      P F P + F P F F P P F P F Q , 

где 1
11 11 1 1 11

2

ˆ
N

i i
i





 
   

 
F F F P P ;   1

11 11 1 1 11 1 1
2

ˆ
N

T
i ii i i i

i




  Q Q F P P P P F . 

Динамика общего вектора состояния системы 1X  в общем случае приводит к нарушению ус-
ловий (2), даже если в начальный момент они были выполнены, так как векторы состояния изме-
рителей iX , jX  становятся статистически связаны не только посредством текущего значения 
общего вектора состояния системы, но и посредством его значений в прошлом: 

     

1 1 0 0
1 1 1 1 1 1

1 1 0 0
1 1 1 1 1 1

1 1

, 2 ,

, ,

cov , cov , cov , 0, 0 .

k k k k k
i i i i i
k k k k k
j j j j i

s s
i j i j

i N

j i

s k

 

 

     

    

    

X A X A X A X γ

X A X A X A X γ

γ X γ X γ γ

           (22) 
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В системах без шума динамики общего вектора состояния системы  11 0Q  с невырожден-
ными переходными матрицами динамики 11F  и при 1 0, 2i i N  F  текущее значение общего 
вектора состояния системы определяет все его состояния в прошлом: 

1 1 2 2 0 0
1 11 1 1 11 1 1 11 1, , , .k k k k k k k      X A X X A X X A X            (23) 

Подставив (23) в (22), получаем, что в этом случае условия (2) выполнены: 

     

11

11

1 1

, 2 ,

, , 2 ,

cov , cov , cov , 0,

k k
i ii
k k
j jj

k k
i j i j

i N

j i j N

   

    

  

X A X γ

X A X γ

γ X γ X γ γ

             (24) 

где 1 1 0 0
1 1 11 1 111
k k k
i i ii

   A A A A A A ,   1 1 0 0
1 1 11 1 111

k k k
j j jj

   A A A A A A . 
При малых 11Q  условия (2) выполнены приближенно. Чтобы повысить точность выполнения 

условий (2), можно расширить общий вектор состояния, выбрав переходные матрицы дополни-
тельных переменных состояния таким образом, чтобы «запоминать» больше информации о про-
шлых состояниях системы. 

Например, для навигационной системы с техническим зрением можно прибегнуть к расши-
рению вектора состояния набором из нескольких НЧ-фильтрованных оценок ошибок координат 
и углов ориентации, выбрав различные постоянные времени: 

1 21 1 n

TT T T Tr r r
T T T
      

X X X X X ,  

где 1X  – расширенный общий вектор состояния системы; 
i

r
T
X – вектор состояния НЧ-фильт-

рованной с постоянной времени iT  оценки шибок координат и углов ориентации. 
Оценки 

i

r
T
X  подчиняются следующим уравнениям динамики: 

1 1 , 1 ,
i i

r r r
kT k T k

i i

t t i n
T T

  


  
       

 
X X X              (25) 

где rX  – вектор состояния ошибок оценок координат и углов ориентации НС; t  – шаг по вре-
мени между итерациями фильтра Калмана. 

Предварительные численные эксперименты показывают, что для получения оценок навига-
ционных параметров с СКО, эквивалентной СКО оценок классического фильтра Калмана, число n 
можно выбрать небольшим: n = 1…3. 

 
4. LDL-факторизация уравнений блочного фильтра Калмана 
В настоящее время разработаны алгоритмы калмановской фильтрации, алгебраически экви-

валентные классическому фильтру Калмана, но обладающие значительно большей вычислитель-
ной устойчивостью: квадратноокорневой фильтр Поттера, UD-фильтр Бирмана и др. [8, 17, 18]. 
Данные алгоритмы используют различные приемы факторизации ковариационных матриц для 
устранения опасности потери ими положительной определенности и симметричности вследствие 
ошибок округления.  

Для реализации численно-устойчивого алгоритма блочного фильтра Калмана была выбрана 
LDL-факторизация ковариационных матриц [19]. 

Введем обозначения: 11L , 11D  – нижнетреугольный и диагональный факторы матрицы кова-
риаций 1P  соответственно; iiL , iiD  – нижнетреугольный и диагональный факторы матрицы ко-
вариаций ii

γP соответственно; 1iL  – фактор, определяющий взаимную корреляцию 1X  и iX : 

11 11 11 11
TP = L D L ,   T

ii ii ii iiγP L D L ,   2i N  , 

11 1

1

1111 11 11 1

11 1

00 0
0

ii i

i

T
n nn n n n i

i iin n iii ii i ii

 



      
       

          

DL L P P
=

P PDL L L L
. 
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4.1. Уравнения LDL-факторизованного блочного фильтра Калмана на этапе коррекции 
0

ˆ ˆ, , ,
i ii ii ii ii        R RR RW L H L D D D , 

 0
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 2

i i i iLmwgs i N R R R RL D W D  , 

1 1
2 3 2 311 11

0 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ11 2 3 11

ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , ,
N N

T T T T T T T
N 

                R R R R R RP P
W L H L H L H L D D D D D  

 1 1 1 1
11 11 11 11

0, ,Umwgs   
P P P P

U D W D , 

   1 1
11 11

1

11 11,
T

 

 
 

P P
L U D D , 

1 1
ˆ ˆ ˆ1 11 11 11 1

ˆ , 2
i i i

T T T
i i i N    R R RK L D L H L D L , 

0, , ,
i ii i

i ii ii       γ γR RS S
W H L L D D D , 

 0, , , 2
i i i i

Lmwgs i N γ γ γ γS S S S
L D W D  , 

1 1ˆ , 2
i i i

T T T
i ii ii ii i i N   γ γ γS S S

K L D L H L D L  , 

  0ˆ ˆ, , ,
i iii ii

i i ii i ii        γ γR RP P
W I K H L K L D D D , 

 0, , , 2
ii ii

ii ii Lmwgs i N γ γP P
L D W D  , 

1 11i iL M L , 

где 1
1 1 1 11

ˆ
i i i i

 H H H L L ; 1
1 11 1

ˆ ˆ
i i i i

 M L L K H ;  0,Lmwgs W D ,  0,Umwgs W D  – процедуры мо-

дифицированной взвешенной ортогонализации Грама – Шмидта с нижнетреугольной и верхне-
треугольной матрицами перехода соответственно. 

4.2. Уравнения LDL-факторизованного блочного фильтра Калмана на этапе прогноза 

11 1111 11
0

11 11 11, , ,       Q QP PW F L L D D D , 

 11 11 11
0

11 11, , ,LmwgsP P PL D V W D , 

11
0

1 11 1 1 11, , , , , , ,
ii iiii iii ii i i ii ii ii        

Q
Q Q QP PW F L F L L F L L D D D D D , 

 11
0

11, 2 , , , , 2
ii iiii ii Lmwgs i N P P PL D W D V D  , 

где  0 12 , , ,Lmwgs W D V D  – процедура модифицированной взвешенной ортогонализации Грама – 

Шмидта с нижнетреугольной матрицей перехода, достраивающая ортогональную систему векто-

ров-строк V до ортогонального базиса системы векторов-строк ,
TT T 

 V W . 

Уравнения приведены для случая 1 0, 2i i N  F . Полученный LDL-факторизованный 
блочный фильтр Калмана имеет линейную вычислительную сложность относительно числа из-
мерителей и линейные затраты памяти. 

 
5. Численные испытания блочного фильтра Калмана  
В среде GNU Octave сформирована процедура, реализующая алгоритм блочного LDL-

факторизованного фильтра Калмана; подготовлен скрипт, инициализирующий матрицами со 
случайными коэффициентами структуру фильтра, состоящего из заданного числа блоков с за-
данными размерностями векторов состояния и измерения. 

Проведено сравнение затрат времени на 1 шаг коррекции для блочного LDL-фак-
торизованного фильтра Калмана и классического LDL-факторизованного фильтра Калмана на 
одинаковых исходных данных (рис. 3). Размерность общего вектора состояния принята рав-
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ной 27, размерность вектора состояния измерителей – 6, размерность вектора измерения из-
мерителей – 8.  

 

 
Рис. 3. Сравнение вычислительной сложности алгоритмов ФК 

Fig. 3. Computational complexity comparison of the Kalman Filter algorithms 
 
Данные рис. 3 подтверждают линейную вычислительную сложность алгоритма блочного 

LDL-факторизованного фильтра Калмана и его превосходство по скорости работы над стандарт-
ной реализацией LDL-факторизованного фильтра Калмана. 

 
6. Пример применения блочного фильтра Калмана 
Рассмотрим пример применения блочного фильтра Калмана в навигационной системе (НС)  

с коррекцией по визуальным опорным маркерам (в рамках численного эксперимента). Данная 
навигационная система содержит БИНС с МЭМС-датчиками, видеокамеру. При попадании 
опорного маркера в область зрения видеокамеры происходит оценивание его расположения ме-
тодами проективной геометрии (P3P) [20], после чего координаты угловых точек маркера на кад-
рах видеопотока используются в качестве измерений в фильтре Калмана для коррекции ошибок 
БИНС и уточнения оценок расположения маркера. 

Вектор состояния навигационной системы включает в себя ошибки БИНС (ошибки оценок 
ориентации, положения и скорости, смещения нуля МЭМС-датчиков), ошибки оценок располо-
жения опорных маркеров: 

15 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 ,
TT TBINS T T T gyr accr v b b     

     X  
marker
3 1marker

6 1 marker
3 1

i
i

ir





 
  

  
X , 

 
marker1 marker

15 1 6 1 6 115 6 1 ,
TT T TINS BINS m

m    
    

X X X X            (26) 

где   – вектор ошибок оценки ориентации; r  – вектор ошибок оценки положения; v  – век-

тор ошибок оценки линейной скорости; gyrb  – вектор смещений нуля датчика угловой скорости; 
accb  – вектор смещений нуля акселерометра; marker i – вектор ошибок оценки ориентации  

i-го маркера; marker ir – вектор ошибок оценки положения i-го маркера. 
В рамках численного эксперимента рассмотрим оценки классического фильтра Калмана с 

вектором состояния (26), блочного фильтра Калмана с вектором состояния (26) и блочного 
фильтра Калмана с расширенным вектором состояния (27): 

 
marker1 marker

27 1 6 1 6 127 6 1 ,
TT T TINS BINS m

m
 

   
    

X X X X            (27) 

  1 215 1 6 1 6 115 6 2 1 ,
TT T TBINS BINS r r

T T
  

    
    

X X X X 1 1 ,
s s

r r
T k T k

s s

t t
rT T

 


    
         

X X  

где 1 21 2, 0,05 c, 5 c, 10 cs t T T      . 
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Покажем, что расширение вектора состояния приближает оценки блочного фильтра Калмана 
к оценкам классического алгоритма Калмана.  

При обзоре одного маркера оценки трех фильтров совпадут, так как в этом случае фильтры 
алгебраически эквивалентны; поэтому произведем моделирование работы НС при обзоре двух 
маркеров. На рис. 4 описаны траектория движения объекта с НС, расположение опорных марке-
ров, начальные и конечные оценки их расположения.  
 

 
Рис. 4. Траектория движения объекта и расположение опорных маркеров, м: а – траектория;  

b – расположение маркеров и их оценка в начальный момент времени; c – в конечный момент времени 
Fig. 4. Trajectory of the object and location of the fiducial markers, meters: a – trajectory;  

b – location of markers and their estimation at the initial time; c – at the final time 
 
На рис. 5 представлены графики оценок навигационных параметров, полученных классиче-

ским ФК, блочным ФК без расширения вектора состояния; блочным ФК с расширенным векто-
ром состояния. Как видно из рис. 5, для навигационных параметров с малым временем корреля-
ции ошибки (координаты по оси X, Y, углы тангажа и крена) оценки трех фильтров близки, то-
гда как для навигационных параметров с большим временем корреляции ошибки (высота, угол 
рыскания) блочный фильтр Калмана без расширения вектора состояния дает отличающиеся 
оценки. Это связано с тем, что данный фильтр не учитывает коррелированность векторов со-
стояния ошибок оценок расположения маркеров через «прошлое» общего вектора состояния 
системы. Из рис. 5 также видно, что расширение вектора состояния блочного фильтра сущест-
венно приблизило его оценки к оценкам классического ФК, так как в этом случае условия (22) 
приближаются к условиям (2). 
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Рис. 5. Сравнение навигационных оценок, полученных тремя фильтрами: классическим ФК (KF),  

блочным ФК (BKF), блочным ФК с расширенным вектором состояния (BKF+) 
Fig. 5. Comparing navigation estimates from three Kalman Filters: standard KF (KF),  

block KF (BKF), block KF with extended state vector (BKF+) 
 
Заключение 
Были получены уравнения блочного фильтра Калмана; доказана эквивалентность блочного 

фильтра Калмана классическому при выполнении условий (2). Для улучшения численной устойчи-
вости алгоритма была проведена LDL-факторизация уравнений блочного фильтра Калмана; в рам-
ках численного эксперимента показана его линейная вычислительная сложность от числа источни-
ков информации. Предложен способ приближения оценок блочного фильтра Калмана к оценкам 
классического фильтра за счет расширения вектора состояния; способ проверен в рамках числен-
ного эксперимента на примере навигационной системы с коррекцией по опорным маркерам.  

В ходе дальнейших исследований будут рассмотрены альтернативные способы формирова-
ния расширенного вектора состояния фильтра; будет проведено тестирование блочного фильтра 
Калмана в рамках более сложных сценариев.  
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