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Аннотация. Целью является разработка формализма (последовательности формальных дейст-

вий) выписывания формул вычисления элементов матрицы инерционных коэффициентов (ЭМИК) 
древовидных систем тел с открытыми ветвями (ДСТОВ), тела которых образуют между собой шар-
ниры, т. е. вращательные кинематические пары пятого класса. Методы исследования относятся к 
механике систем тел, системному анализу и робототехнике. Результаты исследования содержат 
новый формализм автоматического выписывания формул вычисления ЭМИК, т. е. коэффициентов 
при произведениях относительных угловых скоростей тел в выражении кинетической энергии 
ДСТОВ. Формулы ЭМИК содержат постоянные структурные, геометрические и инерционные пара-
метры рассматриваемой ДСТОВ. Эти формулы представляются в виде квадратичных форм отно-
сительно направляющих косинусов между осями систем координат, жестко связанных с телами. 
Эффективность формализма демонстрируется на примерах ручного выписывания ЭМИК трехзвен-
ного ангулярного манипуляционного робота (МР) в вертикальной плоскости, двуруких МР с пятью 
и семью степенями свободы на плоскости и в пространстве. Для МР в пространстве решена задача 
синтеза его параметров, для которых ЭМИК не зависят от углов поворота тел. Заключение. Предла-
гаемый формализм можно использовать для выписывания ЭМИК типовых ангулярных МР, а также 
шагающих аппаратов в одноопорной фазе ходьбы или полета, например, с целью вывода на их осно-
ве уравнений динамики в форме уравнения Лагранжа второго рода. Применение известных методов 
учета связей расширяет область использования ЭМИК на ДСТВ, т. е. на ДСТОВ со связями конце-
вых тел, а также на ДСТВ с переменной структурой, что актуально для выписывания уравнений 
динамики шагающих аппаратов и машин в различных фазах ходьбы. 

Ключевые слова: древовидные системы тел, кинетическая энергия, матрица инерционных коэф-
фициентов, выписывание формул, направляющие косинусы, манипуляционные роботы 
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Abstract. The goal is to develop a formalism (a sequence of formal actions) for deriving formulas for 

calculating the Elements of the Matrix of Inertial Coefficients (EMIC) of Tree-Like Systems with Open 
Branches (TSOB), whose bodies form hinges between each other, i. e., rotational kinematic pairs of the fifth 
class. Research methods relate to mechanics of systems of bodies, system analysis, and robotics. The results 
of the study contain a new formalism for automatically deriving EMIC calculation formulas, i. e., coef-
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ficients in the products of relative angular velocities of bodies in the expression of kinetic energy of TSOB. 
EMIC formulas include constant structural, geometric, and inertial parameters of the considered TSOB. 
These formulas are represented as quadratic forms with respect to the direction cosines between the axes of 
coordinate systems rigidly connected to the bodies. The effectiveness of the formalism is demonstrated by 
examples of manual derivation of EMICs for a three-link angular Manipulator Robot (MR) in the vertical 
plane, two-armed MRs with five and seven degrees of freedom on the plane and in space. For an MR in 
space, the problem of synthesizing its parameters, for which EMICs do not depend on body rotation angles, 
has been solved. Conclusion. The proposed formalism can be used to derive EMICs for typical angular 
MRs, as well as walking devices in single-support phase of walking or flight, e. g., to derive dynamic equa-
tions based on them in the form of Lagrange's second-order equation. Applying known methods of con-
straint accounting expands the use of EMICs to TSDB, i. e., to TSOBs with end-body constraints, as well as 
to TSDBs with variable structure, which is relevant for deriving dynamic equations for walking machines 
and apparatuses in different phases of motion. 

Keywords: tree body systems, kinetic energy, inertial coefficient matrix, formula writing, directional 
cosines, manipulation robots 
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Введение 
ЭМИК являются коэффициентами при произведениях обобщенных скоростей в выражении 

кинетической энергии системы тел. Они используются для решения различных задач динамики, 
управления и синтеза систем тел с заданными свойствами [1–4]. Вывод ЭМИК со многими под-
вижными телами является сложным и громоздким процессом [5, 6]. Поэтому автоматизация про-
цесса вывода формул вычисления ЭМИК в явном аналитическом виде с минимальным числом 
арифметических операций (сложений и умножений) является актуальной задачей. Особый инте-
рес представляют формализмы выписывания ЭМИК. Под формализмом выписывания понимает-
ся последовательность формальных действий конкретизации общих формул к виду, который со-
ответствует рассматриваемой конкретной системе тел. Поиск простых формализмов выписыва-
ния уравнений математических моделей систем тел лежит на пути рассмотрения их классов и 
отдельных этапов (подпроцессов) вывода формул. Например, шарнирные системы тел охватыва-
ют многие ангулярные МР [7, 8], а также двуногие шагающие аппараты [9, 10] и шагающие ма-
шины, имеющие 4, 6 и более ног [11, 12]. Вывод уравнений Лагранжа 2-го рода состоит из трех 
этапов [13, 14]. На первом выводится выражение Лагранжиана, т. е. разность кинетической и по-
тенциальной энергий. На втором этапе вычисляются частные производные от Лагранжиана по 
обобщенным координатам и скоростям. На третьем этапе вычисляются производные по времени 
от выражений частных производных по каждой обобщенной скорости. Для систем тел с тремя и 
более телами каждый из этих этапов требует громоздкой вычислительной работы [5]. Поэтому 
автоматизация этих процессов является актуальной задачей. Важно также, во-первых, представ-
лять выведенные выражения в оптимальном виде, т. е. содержащем минимальное число арифме-
тических операций. Во-вторых, в конечных выражениях уравнений динамики желательно в яв-
ном виде представить центробежные и Кориолисовы инерционные силы, а также выделить из 
них гироскопические составляющие. Последняя задача решена в статье [15], в которой выраже-
ния ЭМИК считались известными. В настоящей статье этот недостаток для рассматриваемых 
ДСТОВ устранен. 

Постановка задачи. Для шарнирных ДСТОВ разработать формализм выписывания опти-
мальных (в смысле минимума арифметических операций) формул вычисления ЭМИК, имеющих 
аналитический вид с явно выраженными структурными, кинематическими и массо-инерцион-
ными параметрами. 

 
1. Используемые понятия и обозначения 
Неподвижное тело, образующее шарнир с телом ДСТОВ, назовем основанием (станиной, 

стойкой, опорой, землей). От каждого выбранного тела ДСТОВ существует единственный путь 
(последовательность шарнирно связанных тел) до основания. Тела этого пути назовем несущими 
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для выбранного тела. Каждое тело имеет единственное базовое тело (базу), т. е. первое тело на 
пути к основанию. Поворот тела относительно своей базы называют относительным. Точка, вы-
бранная на оси относительного поворота тела, называется полюсом этого тела. Множество тел, 
от которых путь до основания проходит через выбранное тело, назовем несомыми телами для 
выбранного тела. Тело вместе со своими несомыми телами назовем подсистемой. Множество 
тел, для которых базой является выбранное тело, назовем смежными телами для выбранного те-
ла. Если для выбранного тела в полюсах его смежных тел мысленно разместить массы их под-
систем, то получим дополненное тело (ДТ). Условимся различать тела по их номерам. Если после 
аббревиатуры в круглых скобках записано натуральное число или его обозначение, т. е. буква ݅, ݆ 
или ݇, то это номер тела. 

В общих формулах выписывания ЭМИК используются следующие обозначения: ܰ – количе-
ство подвижных тел и номер последнего тела; ݉௢௜ – масса и обозначение тела с номером ݅; ݉௜ – 
масса и обозначение i-й подсистемы; ݍ௜ – угол относительного поворота тела ݉௢௜; ࢗ௜ – орт оси 
относительного вращения тела ݉௢௜; ௜ܱ – полюс тела ݉௢௜; СКТ – система координа тела, т. е. сис-
тема координат, жестко связанная с телом; ௜ܱ࢞௜࢟௜ࢠ௜ – правая СКТ(݅); ܮ௜ = ௜ܱିଵ ௜ܱ ≥ 0 – ݅-е меж-
полюсное расстояние; ࢋ௜ =  ௜ – ݅-й межполюсный орт, направленный из полюса ௜ܱିଵ вܮ/௜ࡻ௜ିଵࡻ
полюс ௜ܱ; ܥ௜ – центр масс тела ݉௢௜ (ЦМ(݅)); ௜ܵ – множество номеров тел, смежных телу ݉௢௜; 
ДТ(݅) – тело ݉௢௜, дополненное массами ௝݉, мысленно сосредоточенными в полюсах ௝ܱ, где ݆ ∈ ௜ܵ; 
௜ܫ ;௜ – статический момент подсистемы ݉௜ относительно полюса ௜ܱ࢓ ;(݅)ௗ௜ – ЦМ ДТܥ

௫ – момент 
инерции тела ݉௢௜ относительно оси ௜ܱ࢞௜; ܫ௜

௬ – момент инерции тела ݉௢௜ относительно оси ௜ܱ࢟௜; 
௜ܫ

௭ – момент инерции тела ݉௢௜ относительно оси ௜ܱࢠ௜; ܫ௜
௫௬, ܫ௜

௫௭, ܫ௜
௬௭ – центробежные моменты 

инерции тела ݉௢௜; ݔ௝௜
௤ = ௝࢞ ⋅ ௝௜ݕ ,௜ࢗ

௤ = ௝࢟ ⋅ ௝௜ݖ ,௜ࢗ
௤ = ௝ࢠ ⋅  ௜ࢗ ௜ – направляющие косинусы (НК) ортаࢗ

в СКТ(݆); ݍ௝௜
௤ = ௝ࢗ ⋅ ௜, ௝݁௜ࢗ

௤ = ௜௝ݍ
௘ = ௝ࢋ ⋅ ௝௜ݔ ,௜ࢗ

௫ = ௝࢞ ⋅ ௝௜ݔ ,௜࢞
௬ = ௝࢞ ⋅ ௝௜ݖ ,... ,௜࢟

௭ = ௝ࢠ ⋅ ௝௜ݔ ,௜ࢠ
௘ = ௝࢞ ⋅  ,௜ࢋ

௝௜ݕ
௘ = ௝࢟ ⋅ ௝௜ݖ ,௜ࢋ

௘ = ௝ࢠ ⋅ ௜, ௝݉௜ࢋ
௘ = ௝࢓ ⋅  .௜ࢋ௝ на ось ௜ܱ࢓ ௜ – проекция вектораࢋ

В формулах выписывания ЭМИК используются следующие знаки суммирования на дерево-
видных структур данных (на деревьях) [5]: 

∑  ௝∈ௌ೔ ௝݂ – знак суммирования величины ௝݂ по номерам тел, смежных телу ݉௢௜; 
∑  ௝∈௡೔ ௝݂ – знак суммирования величины ௝݂ по номерам тел подсистемы ݉௜; 
∑  ௝∈௡೔ ௝݂ = ∑  ௝∈௡೔ ௝݂ − ௜݂; 
∑  ௞

௝,௜ାଵ ௝݂ – знак суммирования величины ௝݂ по номерам тел, несущих тело ݉௢௞, начиная от 
тела ݉௢௜ାଵ и заканчивая телом ݉௢௞; 

Из утверждения 5 учебного пособия [5] следует, что координаты ЦМ ДТ(݅) в СКТ(݅) вычис-
ляются по формулам:  

݀௫௜ = ݉௢௜ݔ௖௜ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝݉ܮ௝ ௝݁௜
௫ ,   ݀௬௜ = ݉௢௜ݕ௖௜ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝݉ܮ௝ ௝݁௜

௬,   ݀௭௜ = ݉௢௜ݖ௖௜ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝݉ܮ௝ ௝݁௜
௭, (1) 

где ݔ௖௜, ݕ௖௜, ݖ௖௜ – координаты ЦМ(݅) в СКТ(݅); ௝݁௜
௫, ௝݁௜

௬, ௝݁௜
௭ – проекции орта ௝݁ на оси СКТ(݅). 

 
2. Общие формулы выписывания ЭМИК 
В общих формулах выписывания ЭМИК используется обозначение  
௞௝௜ܬ = ௞ܫ

௫ݔ௞௝
௤ ௞௜ݔ

௤ + ௞ܫ
௬ݕ௞௝

௤ ௞௜ݕ
௤ + ௞ܫ

௭ݖ௞௝
௤ ௞௜ݖ

௤ −  

௞ܫ−
௫௬(ݔ௞௝

௤ ௞௜ݕ
௤ + ௞௝ݕ

௤ ௞௜ݔ
௤ ) − ௞ܫ

௫௭(ݔ௞௝
௤ ௞௜ݖ

௤ + ௞௝ݖ
௤ ௞௜ݔ

௤ ) − ௞ܫ
௬௭(ݕ௞௝

௤ ௞௜ݖ
௤ + ௞௝ݖ

௤ ௞௜ݕ
௤ ). 

В процессе практического использования обратной рекуррентной формулы (ОРФ) типа 
ܽ௜ = ܾ௜ + ∑  ௝∈ௌ೔ ( ௝݀ + ௝ܽ), где ܾ௜, ௝݀ – обозначения произвольных выражений, следует менять ин-
декс ݅, начиная с концевых тел ДСТОВ, и если ݉௢௞ – концевое тело, то ܵ௞ – пустое множество, 
т. е. ܽ௞ = ܾ௞. 

Утверждение 1. ЭМИК ДСТОВ можно выписывать по формуле  

௝௜ܪ = ௝௜ܬ
௦ + ௝ܬ

௢ݍ௝௜
௤ + ∑  ௝

௞,௜ାଵ ௝௜ݍ)௞ܮ
௤

௝݉௞
௘ − ௝݉௜

௤ ௝௞ݍ
௘ ) − ∑  ௞∈௡ೕ ௞[݁௞௝ܮ

௤ (݉௞ܮ௞݁௞௜
௤ + ݉௞௜

௤ ) + ݁௞௜
௤ ݉௞௝

௤ ],   (2) 

где  1 ≤ ݅ ≤ ݆ ≤ ௝௜ܬ  ,ܰ
௦ = ∑  ௞∈௡ೕ   ௞௝௜.  Справедлива ОРФܬ

௜ܬ
௢ = ∑  ௝∈ௌ೔ ൫ ௝݉ܮ௝

ଶ + ௝ܮ2 ௝݉௝
௘ + ௝ܬ

௢൯,                  (3) 
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и для любого символа ߦ, принимающего значение из множества символов {ݍ, ݁, ,ݔ ,ݕ  имеет ,{ݖ
место ОРФ  

௝݉௜
క = ݀௫௝ݔ௝௜

క + ݀௬௝ݕ௝௜
క + ݀௭௝ݖ௝௜

క + ∑  ௞∈ௌೕ ݉௞௜
క .               (4) 

Диагональные ЭМИК выписываются по формуле  
௜௜ܪ = ௜ܬ

௦ + ௜ܬ
௢ − ∑  ௝∈௡೔ ௝ܮ ௝݁௜

௤( ௝݉ܮ௝ ௝݁௜
௤ + 2 ௝݉௜

௤ ),               (5) 

где 1 ≤ ݅ ≤ ܰ и с учетом обозначений  ܫ௭௝
௫ = ௝௫ܫ − ௭௝ܫ  ,௝௭ܫ

௬ = ௝ܫ
௬ −   ,௝௭ܫ

௜ܬ
௦ = ∑  ௝∈௡೔ ௝௭ܫ] + ௭௝ܫ

௫ ௝௜ݔ
௤ଶ + ௭௝ܫ

௬ ௝௜ݕ
௤ଶ − ௝ܫ)2

௫௬ݔ௝௜
௤ݕ௝௜

௤ + ௝௜ݔ௝௫௭ܫ
௤ݖ௝௜

௤ + ௝ܫ
௬௭ݕ௝௜

௤ݖ௝௜
௤)].         (6) 

Доказательство. С учетом обозначений 
௞ࡾ = ௞ࡻ௞ିଵࡻ = ௜௝ࡾ  ,௞ࢋ௞ܮ = ௝ࡻ௜ࡻ = ∑  ௝

௞,௜ାଵ  ,௞ࡾ
ܴ௞௜

௤ = ௞ࡾ ⋅ ௜ࢗ = ௞ࢋ௞ܮ ⋅ ௜ࢗ = ௞݁௞௜ܮ
௤ ,  ௝݉௜

௤ = ௝࢓ ⋅ ௜,  ௝݉௞ࢗ
௘ = ௝࢓ ⋅  ௞ࢋ

из формулы (2) утверждения 16 учебного пособия [5] следует, что для ДСТОВ ЭМИК вычисля-
ются по формуле 

௝௜ܪ = ௝௜ܬ
௦ + ௜ࢗ ⋅ ௝࢓௝ࢗ) − (௝ࢗ௝࢓ ⋅ ௜௝ࡾ + ∑  ௞∈௡ೕ [݉௞(ܴ௞

ଶࢗ௜ ⋅ ௝ࢗ − ܴ௞௝
௤ ܴ௞௜

௤ ) +  
௜ࢗ2)+ ⋅ ௞ࡾ௝ࢗ − ܴ௞௝

௤ ௜ࢗ − ܴ௞௜
௤ (௝ࢗ ⋅ [௞࢓ = ௝௜ܬ

௦ + ∑  ௝
௞,௜ାଵ ௝௜ݍ)

௤ ௝࢓ ⋅ ௞ࡾ − ௝݉௜
௤ ௝ࢗ ⋅ (௞ࡾ +  

+ ∑  ௞∈௡ೕ ቂ݉௞ܮ௞
ଶ ቀݍ௝௜

௤ − ݁௞௝
௤ ݁௞௜

௤ ቁ + ௝௜ݍ௞ቀ2ܮ
௤ ݉௞௞

௘ − ݁௞௝
௤ ݉௞௜

௤ − ݁௞௜
௤ ݉௞௝

௤ ቁቃ =  

= ௝௜ܬ
௦ + ∑  ௝

௞,௜ାଵ ௝௜ݍ௞ቀܮ
௤

௝݉௞
௘ − ௝݉௜

௤ ݁௞௝
௤ ቁ + ∑  ௞∈௡ೕ ௝௜ݍ௞ܮ]

௤ (݉௞ܮ௞ + 2݉௞௞
௘ ) −  

௞݁௞௝ܮ௞(݉௞ܮ−
௤ ݁௞௜

௤ + ݁௞௝
௤ ݉௞௜

௤ + ݁௞௜
௤ ݉௞௝

௤ )], 
где     1 ≤ ݅ ≤ ݆ ≤ ܰ. Отсюда, используя обозначение ܬ௝

௢ = ∑  ௞∈௡ೕ (݉௞ܮ௞
ଶ + ௞݉௞௞ܮ2

௘ ) и формулу (5) 
раздела 3 учебного пособия [5], получим ОРФ (3) и искомую формулу (2). 

Используя формулу (1) из формулы (11) утверждения 5 учебного пособия [5], получим ОРФ (4). 
Диагональные ЭМИК выписываются по формуле (2) в случае ݆ = ݅, которая с учетом равен-

ства ݍ௜௜
௤ = 1 принимает искомый вид (5). 

Из обозначения ܬ௞௝௜ в случае ݅ = ݆ получим 
௞௝௝ܬ = ௞ܫ

௫ݔ௞௝
௤ଶ + ௞ܫ

௬ݕ௞௝
௤ଶ + ௞ܫ

௭ݖ௞௝
௤ଶ − ௞ܫ)2

௫௬ݔ௞௝
௤ ௞௝ݕ

௤ + ௞ܫ
௫௭ݔ௞௝

௤ ௞௝ݖ
௤ + ௞ܫ

௬௭ݕ௞௝
௤ ௞௝ݖ

௤ ). 
Отсюда с учетом тождества ݔ௝௜

௤ଶ + ௝௜ݕ
௤ଶ + ௝௜ݖ

௤ଶ = ௜௝ݍ
௫ଶ + ௜௝ݍ

௬ଶ + ௜௝ݍ
௭ଶ = 1 получим ݖ௝௜

௤ଶ = 1 − ௝௜ݔ
௤ଶ − ௝௜ݕ

௤ଶ. 
Следовательно, используя обозначение ܬ௝௜

௖ = ௝ܫ)2
௫௬ݔ௝௜

௤ݕ௝௜
௤ + ௝௜ݔ௝௫௭ܫ

௤ݖ௝௜
௤ + ௝ܫ

௬௭ݕ௝௜
௤ݖ௝௜

௤), получим 

௜ܬ
௦ = ௜௜ܬ

௦ = ∑  ௝∈௡೔ ௝௜௜ܬ = ∑  ௝∈௡೔ ௝௜ݔ௝௫ܫ)
௤ଶ + ௝ܫ

௬ݕ௝௜
௤ଶ + ௝௜ݖ௝௭ܫ

௤ଶ − ௝௜ܬ
௖ ) =  

= ∑  ௝∈௡೔ ௝௜ݔ௝௫ܫ]
௤ଶ + ௝ܫ

௬ݕ௝௜
௤ଶ + ௝௭(1ܫ − ௝௜ݔ

௤ଶ − ௝௜ݕ
௤ଶ) − ௝௜ܬ

௖ ] = ∑  ௝∈௡೔ ௝௭ܫ) + ௭௝ܫ
௫ ௝௜ݔ

௤ଶ + ௭௝ܫ
௬ ௝௜ݕ

௤ଶ − ௝௜ܬ
௖ ), 

что доказывает формулу (6).  Утверждение доказано. 
Если у ДСТОВ оси вращения соседних тел параллельны, то для выписывания поддиагональ-

ных ЭМИК рекомендуем использовать 
Утверждение 2. Если ࢗ௜ିଵ =   ௜, тоࢗ
௝,௜ିଵܪ = ௝௜ܪ + ௝௜ݍ)௜ܮ

௤
௝݉௜
௘ − ௝௜ݍ

௘
௝݉௜
௤ ).                  (7) 

Доказательство. Если ࢗ௜ିଵ = ௝௜ିଵݍ ௜, тоࢗ
௤ = ௝௜ݍ

௤ , ௝݉௜ିଵ
௤ = ௝݉௜

௤ , ௝݁௜ିଵ
௤ = ௝݁௜

௤ и по формуле (2) 
имеем 

௝,௜ିଵܪ = ௝,௜ିଵܬ
௦ + ௝ܬ

௢ݍ௝௜
௤ + ∑  ௝

௞,௜ ௝௜ݍ)௞ܮ
௤

௝݉௞
௘ − ௝݉௜

௤ ௝௞ݍ
௘ ) − ∑  ௞∈௡ೕ ௞[݁௞௝ܮ

௤ (݉௞ܮ௞݁௞௜
௤ + ݉௞௜

௤ ) + ݁௞௜
௤ ݉௞௝

௤ ] =  

= ௝,௜ିଵܬ
௦ + ௝௜ܪ − ௝௜ܬ

௦ + ௝௜ݍ)௜ܮ
௤

௝݉௜
௘ − ௝݉௜

௤ ௝௜ݍ
௘ ). 

Если ࢗ௜ିଵ = ௞௜ିଵݔ ௜, тоࢗ
௤ = ௞௜ݔ

௤ ௞௜ିଵݕ ,
௤ = ௞௜ݕ

௤ ௞௜ିଵݖ ,
௤ = ௞௜ݖ

௤  и, следовательно, ܬ௞௝௜ିଵ =  ௞௝௜. Тогдаܬ
௝,௜ିଵܬ

௦ − ௝௜ܬ
௦ = 0 и последнее выражение ܪ௝,௜ିଵ принимает искомый вид (7). Утверждение доказано. 

Известны классы ДСТОВ, в которых для некоторых тел орты осей вращения всех их смеж-
ных тел совпадают с ортом оси вращения базового тела. Например, к таким ДСТОВ относятся 
некоторые многорукие МР, а также шагающие машины. Для систем тел на плоскости все тела 
имеют это свойство. Для таких систем тел рекомендуем использовать 
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Утверждение 3. Если ࢗ௜ = ݆ ௝, гдеࢗ ∈ ௜ܵ, то  

௜௜ܪ = ௜ܫ
ௗ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝௝ܪ] + )௝ܮ2 ௝݉௝

௘ − ௝݁௝
௤

௝݉௝
௤ )],               (8) 

где ܫ௜
ௗ = ௜௜௜ܬ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝݉ܮ௝

ଶ(1 − ௝݁௝
௤ଶ) = const. 

Доказательство. На деревьях имеет место очевидная формула [5]  
∑  ௝∈௡೔ ௝ܽ௜ = ∑  ௞∈ௌ೔ ∑  ௝∈௡ೖ ௝ܽ௜ ,                   (9) 

где ௝ܽ௜ – произвольное слагаемое. Если ௝ܽ௜ = ௝ܮ ௝݁௜
௤( ௝݉ܮ௝ ௝݁௜

௤ + 2 ௝݉௜
௤ ) и ࢗ௜ = ݇ ௞ дляࢗ ∈ ௜ܵ, то 

௝ܽ௜ = ௝ܽ௞ и формула (5) представима в виде 

௜௜ܪ = ௜ܬ
௦ + ௜ܬ

௢ − ∑  ௝∈௡೔ ௝ܽ௜ = ௜ܬ
௦ + ௜ܬ

௢ − ∑  ௞∈ௌ೔ ∑  ௝∈௡ೖ ௝ܽ௞ = ௜ܬ
௦ + ௜ܬ

௢ − ∑  ௞∈ௌ೔ ൫ܽ௞௞ + ∑  ௝∈௡ೖ ௝ܽ௞൯ =  
= ௜ܬ

௦ + ௜ܬ
௢ − ∑  ௞∈ௌ೔ ܽ௞௞ + ∑  ௞∈ௌ೔ ௞ܬ−)

௦ − ௞ܬ
௢ + ௞ܬ

௦ + ௞ܬ
௢ − ∑  ௝∈௡ೖ ௝ܽ௞) =  

= ௜ܬ
௦ + ௜ܬ

௢ − ∑  ௞∈ௌ೔ (ܽ௞௞ + ௞ܬ
௦ + ௞ܬ

௢) + ∑  ௞∈ௌ೔  .௞௞ܪ
По обозначениям величин ܬ௞௝௜, ܬ௜

௦ и с использованием формул (9), ࢗ௜ = ݇ ௞ дляࢗ ∈ ௜ܵ получим 
௝௜௜ܬ =  ,௝௞௞. Следовательноܬ

௜ܬ
௦ = ∑  ௝∈௡೔ ௝௜௜ܬ = ௜௜௜ܬ + ∑  ௝∈௡೔ ௝௜௜ܬ = ௜௜௜ܬ + ∑  ௞∈ௌ೔ ∑  ௝∈௡ೖ ௝௜௜ܬ = ௜௜௜ܬ + ∑  ௞∈ௌ೔ ∑  ௝∈௡ೖ ௝௞௞ܬ =  

= ௜௜௜ܬ + ∑  ௞∈ௌ೔ ௞ܬ
௦. 

Отсюда ܬ௜
௦ − ∑  ௞∈ௌ೔ ௞ܬ

௦ =  .௜௜௜ܬ
По формуле (3) имеем ܬ௜

௢ − ∑  ௞∈ௌ೔ ௞ܬ
௢ = ∑  ௞∈ௌ೔ (݉௞ܮ௞

ଶ + ௞݉௞௞ܮ2
௘ ). 

Таким образом, последнее выражение ܪ௜௜ принимает вид 
௜௜ܪ = ∑  ௞∈ௌ೔ ௞௞ܪ + ௜௜௜ܬ + ∑  ௞∈ௌ೔ (݉௞ܮ௞

ଶ + ௞݉௞௞ܮ2
௘ ) − ∑  ௞∈ௌ೔ ݁௞௞

௤ (݉௞ܮ௞
ଶ ݁௞௞

௤ + ௞݉௞௞ܮ2
௤ ) =  

= ∑  ௝∈ௌ೔ ௝௝ܪ + ௜௜௜ܬ + ∑  ௝∈ௌ೔ ( ௝݉ܮ௝
ଶ − ௝݉ܮ௝

ଶ
௝݁௝
௤ଶ) + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝ܮ2) ௝݉௝

௘ − ௝ܮ2 ௝݁௝
௤

௝݉௝
௤ ). 

Отсюда следует искомая формула (8).  Утверждение доказано. 
В плоских ДСТОВ (ПДСТОВ) все тела вращаются в параллельных друг другу плоскостях. 

Будем считать, что плоскость ܱ࢟࢞ параллельна плоскостям движения тел и она образует с гори-
зонтальной плоскостью угол ݍ, где 0 ≤ ݍ ≤ 90௢. Нормаль к плоскостям движения обозначим че-
рез ࢗ. Тогда ࢗ௜ = ࢗ и ࢗ ⊥ ݅ ௜ для всехࢋ = 1, 2, . . . , ܰ. 

Для формального описания ПДСТОВ выберем исходное положение тел и для каждого тела 
мысленно представим СКТ(݅) так, чтобы оси ௜ܱ࢞௜, ௜ܱ࢟௜ были параллельны осям ܱܱ࢟ ,࢞. В каче-
стве входных данных рассматриваемой ПДСТОВ будем приводить следующие постоянные па-
раметры: ܮ௜ = ௜ܱିଵ ௜ܱ – ݅-е межполюсное расстояние; ࢋ௜ =  ,௜ – ݅-й межполюсный ортܮ/௜ࡻ௜ିଵࡻ
выраженный через орты СКТ(݅ − 1); нулевые значения координат ЦМ(݅), т. е. величин ݔ௖௜, ݕ௖௜; 
݀௫௜, ݀௬௜ – координаты ЦМ ДТ(݅) в СКТ(݅), вычисляемые по формулам (1); ݔ௜௝

௘ ௜௝ݕ ,
௘  – проекции орта ࢋ௝ 

на оси СКТ(݅), где ݆ ∈ ௜ܵ; ܫ௜
ௗ = ௜ܫ

௤ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝݉ܮ௝
ଶ – момент инерции ДТ(݅) относительно оси ௜ܱࢗ;  

௜ܫ
௤ – момент инерции тела ݉௢௜ относительно оси ௜ܱࢗ. В качестве относительного угла поворота 

тела ݉௢௜ примем ݍ௜ – угол, откладываемый от орта ࢞௜ିଵ до орта ࢞௜. На кинематических схемах 
ДСТОВ ЦМ(݅) будем изображать крестиком, а ЦМ ДТ(݅) – звездочкой. 

Для ПДСТОВ формулы выписывания ЭМИК значительно упрощаются. Поэтому для ПДСТОВ 
рекомендуем использовать 

Утверждение 4. Для ПДСТОВ справедливы ОРФ:  
௜௜ܪ = ௜ܫ

ௗ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝௝ܪ) + ௝ܮ2 ௝݉௝
௘ ),                (10) 

௝,௜ିଵܪ = ௝௜ܪ + ௜ܮ ௝݉௜
௘ ,                   (11) 

௝݉௜
௘ = ݀௫௝ݔ௝௜

௘ + ݀௬௝ݕ௝௜
௘ + ∑  ௞∈ௌೕ ݉௞௜

௘ ,               (12) 

где ݔ௝௜
௘ = ௝࢞ ⋅ ௝௜ݕ ,௜ࢋ

௘ = ௝࢟ ⋅  .௜ࢋ
Доказательство. Для ПДСТОВ ௝݁௝

௤ = ௝௜ݍ ,0
௘ = ௝௜ݖ ,0

௘ = ௝௜ݍ ,0
௤ = 1. Следовательно, формулы 

(8), (7), (4) принимают искомые виды (10), (11), (12), где ܫ௜
ௗ = ௜௜௜ܬ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝݉ܮ௝

ଶ, ܬ௜௜௜ = ௜ܫ
௤. Утверж-

дение доказано. 
Для демонстрации эффективности использования утверждений 1–4 рассмотрим примеры. 
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3. Выписывание ЭМИК ангулярного МР в вертикальной плоскости на рис. 1 
 

 
Рис.1. Ангулярный МР в вертикальной плоскости 

Fig. 1. Angular MR in vertical plane 
 
Для рассматриваемого МР ݍ = 90୭, ܰ = ଶܮ ,3 = ଵܱܱଶ, ܮଷ = ܱଶܱଷ = ଶܣ√ + ଷܫ ,ଶܤ

ௗ = ଷܫ
௤, 

ଶܫ
ௗ = ଶܫ

௤ + ݉ଷܮଷ
ଶ ଵܫ ,

ௗ = ଵܫ
௤ + ݉ଶܮଶ

ଶ ଶࢋ , = ଷࢋ ,ଵ࢟ = యࡻమࡻ
௅య

= ஺࢞మା஻࢟మ
௅య

= ଶ࢞ܽ + ܽ ଶ, гдеܾ࢟ = ஺
௅య

, ܾ = ஻
௅య

,  

௖ଵݔ = ௖ଷݕ    ,0 = ଵଶݔ    ,0
௘ = ଵଶݕ    ,0

௘ = ଶଷݔ    ,1
௘ = ଶଷݕ    ,ܽ

௘ = ܾ.          (13) 
По ОРФ (10) выпишем 
ଷଷܪ = ଷܫ

ௗ = ଷܫ
௤,  ܪଶଶ = ଶܫ

ௗ + ଷଷܪ + ଷ݉ଷଷܮ2
௘ ଵଵܪ  , = ଵܫ

ௗ + ଶଶܪ + ଶ݉ଶଶܮ2
௘ . 

По ОРФ (11) выпишем 
ଷଶܪ = ଷଷܪ + ଷ݉ଷଷܮ

௘ ଷଵܪ  , = ଷଶܪ + ଶ݉ଷଶܮ
௘ ଶଵܪ  , = ଶଶܪ + ଶ݉ଶଶܮ

௘ . 
По формулам  
݀௫௜ = ݉௢௜ݔ௖௜ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝݉ܮ௝ݔ௜௝

௘ ,    ݀௬௜ = ݉௢௜ݕ௖௜ + ∑  ௝∈ௌ೔ ௝݉ܮ௝ݕ௜௝
௘ ,         (14) 

с учетом равенств (13) выпишем 
݀௫ଷ = ݉௢ଷݔ௖ଷ,  ݀௬ଷ = 0,  ݀௫ଶ = ݉௢ଶݔ௖ଶ + ݉ଷܮଷܽ,  ݀௬ଶ = ݉௢ଶݕ௖ଶ + ݉ଷܮଷܾ. 

Отсюда по ОРФ (12) выпишем ݉ଷଷ
௘ = ݀௫ଷݔଷଷ

௘ , ݉ଷଶ
௘ = ݀௫ଷݔଷଶ

௘ , ݉ଶଶ
௘ = ݀௫ଶݔଶଶ

௘ + ݀௬ଶݕଶଶ
௘ + ݉ଷଶ

௘ , где  
с учетом обозначений  

௜ݏ = sin(ݍ௜),    ܿ௜ = cos(ݍ௜),    ݏ௜௝ = sin(ݍ௜ + ௝),    ܿ௜௝ݍ = cos(ݍ௜ +  ௝)        (15)ݍ
получим  ݔଷଶ

௘ = ଷଵݔ
௬ = ଶଶݔ  ,ଶଷݏ

௘ = ଶଵݔ
௬ = ଶଶݕ  ,ଶݏ

௘ = ଶଵݕ
௬ = ܿଶ, 

ଷଷݔ
௘ = ଷ࢞ ⋅ ଷࢋ = ଷ࢞ ⋅ ଶ࢞ܽ) + (ଶܾ࢟ = ଷଶݔܽ

௫ + ଷଶݔܾ
௬ = ܽܿଷ +  .ଷݏܾ

Таким образом, искомые формулы выстраиваются в следующую последовательность: 
ଷଷܪ = ଷܫ

௤,  ݉ଷଷ
௘ = ݀௫ଷ(ܽܿଷ + ଶଶܪ  ,(ଷݏܾ = ଶܫ

ௗ + ଷଷܪ + ଷ݉ଷଷܮ2
௘ , 

݉ଷଶ
௘ = ݀௫ଷݏଶଷ,  ݉ଶଶ

௘ = ݀௫ଶݏଶ + ݀௬ଶܿଶ + ݉ଷଶ
௘ ଵଵܪ  , = ଵܫ

ௗ + ଶଶܪ + ଶ݉ଶଶܮ2
௘ , 

ଷଶܪ = ଷଷܪ + ଷ݉ଷଷܮ
௘ ଷଵܪ  , = ଷଶܪ + ଶ݉ଷଶܮ

௘ ଶଵܪ  , = ଶଶܪ + ଶ݉ଶଶܮ
௘ , 

в которой уменьшить количество операций сложения и умножения можно только за счет введе-
ния обозночений для произведений постоянных входных параметров МР. Например, если 

ܫ = ଶܫ
ௗ + ଷܫ

௤, ܮଶ݉ଷଶ
௘ = ଶଷݏଶ݀௫ଷܮ = ௖ଷܫ ,ଶଷݏ௦ܮ = ଷ݉ଷଷܮ

௘ = ଷ݀௫ଷ(ܽܿଷܮ + (ଷݏܾ = ௔ܿଷܮ +   ,ଷݏ௕ܮ
௖ଶܫ = ଶ݉ଶଶܮ

௘ = ଶݏଶ(݀௫ଶܮ + ݀௬ଶܿଶ + ݀௫ଷݏଷଶ) = ଶݏௗܮ + ௖ܿଶܮ +  ,ଷଶݏ௦ܮ
где ܮ௔ = ௕ܮ ,ଷ݀௫ଷܽܮ = ௖ܮ ,ଷ݀௫ଷܾܮ = ௗܮ ,ଶ݀௬ଶܮ = ௦ܮ ,ଶ݀௫ଶܮ =  ଶ݀௫ଷ – константы, то вычисляемаяܮ
ЭМИК оптимальная последовательность имеет вид 

ଷଷܪ = ଷܫ
௤,  ܫ௖ଷ = ௔ܿଷܮ + ଶଶܪ  ,ଷݏ௕ܮ = ܫ + ௦ܫ  ,௖ଷܫ2 = ௖ଶܫ  ,ଶଷݏ௦ܮ = ଶݏௗܮ + ௖ܿଶܮ +    ,௦ܫ

ଵଵܪ = ଵܫ
ௗ + ଶଶܪ + ଷଶܪ  ,௖ଶܫ2 = ଷଷܪ + ଷଵܪ  ,௖ଷܫ = ଷଶܪ + ଶଵܪ  ,௦ܫ = ଶଶܪ +  ௖ଶܫ
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и содержит 9 сложений и 7 умножений. Если использовать представления 2ܫ௖ଶ = ௖ଶܫ +  ௖ଶ иܫ
௖ଷܫ2 = ௖ଷܫ +  .௖ଷ, то вычисляемая последовательность будет содержать 11 сложений и 5 умноженийܫ

 
4. Выписывание ЭМИК двухрукого МР в горизонтальной плоскости 
 

 
Рис. 2. Двурукий ангулярный МР в горизонтальной плоскости 

Fig. 2. Two-hand angular MR in horizontal plane 
 
На рис. 2 изображен двурукий МР, для которого ݍ = 0, ܰ = ଶܮ ,5 = ଵܱܱଶ = ଶܣ√ +  ,ଶܤ

ଷܮ = ܱଶܱଷ, ܮସ = ଵܱ ସܱ = ହܮ ,ଶܮ = ସܱܱହ = ଷܫ ,ଷܮ
ௗ = ଷܫ

௤, ܫହ
ௗ = ହܫ

௤, ܫଶ
ௗ = ଶܫ

௤ + ݉ଷܮଷ
ଶ ସܫ ,

ௗ = ସܫ
௤ + ݉ହܮହ

ଶ , 
ଵܫ

ௗ = ଵܫ
௤ + ݉ଶܮଶ

ଶ + ݉ସܮସ
ଶ ହࢋ , = ଷࢋ ,ସ࢞ = ସࢋ ,ଶ࢞ = రࡻభࡻ

௅మ
= ଵ࢞ܽ + ଶࢋ ,ଵܾ࢟ = మࡻభࡻ

௅మ
= ஺࢞భି஻࢟భ

௅మ
= ଵ࢞ܽ −  ,ଵܾ࢟

где ܽ = ஺
௅మ

, ܾ = ஻
௅మ

,  

௖௜ݕ = 0, (݅ = 1, 2, 3, 4, ସହݔ    ,(5
௘ = ସସݔ

௫ = ସହݕ    ,1
௘ = ଶଷݔ    ,0

௘ = ଶଶݔ
௫ = ଶଷݕ    ,1

௘ = ଶଶݕ
௫ = 0.    (16) 

По ОРФ (10) выпишем 
ଷଷܪ = ଷܫ

ௗ = ଷܫ
௤, ܪହହ = ହܫ

ௗ = ହܫ
௤, ܪଶଶ = ଶܫ

ௗ + ଷଷܪ + ଷ݉ଷଷܮ2
௘ ସସܪ , = ସܫ

ௗ + ହହܪ + ହ݉ହହܮ2
௘ , 

ଵଵܪ = ଵܫ
ௗ + ଶଶܪ + ଶ݉ଶଶܮ2

௘ + ସସܪ + ସ݉ସସܮ2
௘ = ଵܫ

ௗ + ଶଶܪ + ସସܪ + ଶ(݉ଶଶܮ2
௘ + ݉ସସ

௘ ). 
По ОРФ (11) выпишем 
ଷଶܪ = ଷଷܪ + ଷ݉ଷଷܮ

௘ ଷଵܪ , = ଷଶܪ + ଶ݉ଷଶܮ
௘ ଶଵܪ , = ଶଶܪ + ଶ݉ଶଶܮ

௘ , 
ହସܪ = ହହܪ + ହ݉ହହܮ

௘ ହଵܪ , = ହସܪ + ସ݉ହସܮ
௘ ସଵܪ , = ସସܪ + ସ݉ସସܮ

௘ . 
Здесь учтено, что базой тела ݉௢ସ является тело ݉௢ଵ и, следовательно, для ݅ = 4 имеет место ра-
венство ܪ௝,௜ିଵ =  .௝ଵܪ

По формуле (14) с учетом (16) выпишем 
݀௫ଷ = ݉௢ଷݔ௖ଷ,  ݀௬ଷ = 0,  ݀௫ଶ = ݉௢ଶݔ௖ଶ + ݉ଷܮଷ,  ݀௬ଶ = 0. 
Отсюда по ОРФ (12) выпишем ݉ଷଷ

௘ = ݀௫ଷݔଷଷ
௘ , ݉ଷଶ

௘ = ݀௫ଷݔଷଶ
௘ , ݉ଶଶ

௘ = ݀௫ଶݔଶଶ
௘ + ݉ଷଶ

௘ . Отсюда  
с учетом выражений 

ଷଷݔ
௘ = ଷଶݔ

௫ = ܿଷ,  ݔଷଶ
௘ = ଷ࢞ ⋅ ଵ࢞ܽ) − (ଵܾ࢟ = ଷଵݔܽ

௫ − ଷଵݔܾ
௬ = ܽܿଶଷ −  ,ଶଷݏܾ

ଶଶݔ
௘ = ଶ࢞ ⋅ ଵ࢞ܽ) − (ଵܾ࢟ = ଶଵݔܽ

௫ − ଶଵݔܾ
௬ = ܽܿଶ −  ,ଶݏܾ

получим ݉ଷଷ
௘ = ݀௫ଷܿଷ, ݉ଷଶ

௘ = ݀௫ଷ(ܽܿଶଷ − ଶଷ), ݉ଶଶݏܾ
௘ = ݀௫ଶ(ܽܿଶ − (ଶݏܾ + ݉ଷଶ

௘ . 
Аналогично 
݉ହହ

௘ = ݀௫ହܿହ,  ݉ହସ
௘ = ݀௫ହݔହସ

௘ ହସݔ  ,
௘ = ହ࢞ ⋅ ଵ࢞ܽ) + (ଵܾ࢟ = ହଵݔܽ

௫ + ହଵݔܾ
௬ = ܽܿସହ +  ,ସହݏܾ

݉ହସ
௘ = ݀௫ହ(ܽܿଶ − ଶ),  ݉ସସݏܾ

௘ = ݀௫ସݔସସ
௘ + ݉ହସ

௘ ସସݔ  ,
௘ = ସ࢞ ⋅ ଵ࢞ܽ) + (ଵܾ࢟ = ܽܿସ +  .ସݏܾ
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Таким образом, искомые формулы выстраиваются в следующую последовательность: 
ଷଷܪ = ଷܫ

௤,  ݉ଷଷ
௘ = ݀௫ଷܿଷ,  ܪଶଶ = ଶܫ

ௗ + ଷଷܪ + ଷ݉ଷଷܮ2
௘ , 

݉ଷଶ
௘ = ݀௫ଷݏଶଷ,  ݉ଶଶ

௘ = ݀௫ଶ(ܽܿଶ − (ଶݏܾ + ݉ଷଶ
௘ ,  

ଷଶܪ = ଷଷܪ + ଷ݉ଷଷܮ
௘ ଷଵܪ  , = ଷଶܪ + ଶ݉ଷଶܮ

௘ ଶଵܪ  , = ଶଶܪ + ଶ݉ଶଶܮ
௘ , 

ହହܪ = ଷܫ
௤,  ݉ହହ

௘ = ݀௫ହܿହ,  ܪସସ = ସܫ
ௗ + ହହܪ + ହ݉ହହܮ2

௘ , 
݉ହସ

௘ = ݀௫ହݏସହ,  ݉ସସ
௘ = ݀௫ସ(ܽܿସ + (ସݏܾ + ݉ହସ

௘ ,  
ହସܪ = ହହܪ + ହ݉ହହܮ

௘ ହଵܪ  , = ହସܪ + ସ݉ହସܮ
௘ ସଵܪ  , = ସସܪ + ସ݉ସସܮ

௘ , 
ଵଵܪ = ଵܫ

ௗ + ଶଶܪ + ସସܪ + ସ(݉ଶଶܮ2
௘ + ݉ସସ

௘ ). 
 
5. Синтез двурукого МР с линейными уравнениями динамики 
Выпишем формулы вычисления ЭМИК ДСТОВ на рис. 3, из анализа которых найдем необ-

ходимые и достаточные условия, обеспечивающие этим ЭМИК постоянные значения. 
 

 
Рис. 3. Двурукий ангулярный МР 

Fig. 3. Two-hand angular MR 
 
На кинематической схеме МР тела изображены в их исходных относительных положениях, 

т. е. когда углы ݍ௜ равны нулю. 
Из формул (2), (3), (5) видно, что чем больше межполюсных расстояний равно нулю, тем 

проще формулы вычисления ЭМИК. Поэтому, вводя полюса тел, рекомендуется максимально их 
совмещать. Например, если оси вращения соседних тел пересекаются в одной точке, то эту точку 
следует принять за полюсы этих тел. В исходных положениях тел оси ௜ܱ࢞௜, ௜ܱ࢟௜, ௜ܱࢠ௜ направле-
ны параллельно соответствующим осям правой неподвижной системы координат, в которой ось 
 вертикально вверх. Поэтому оси СКТ на рисунках ܱ࢟ направлена горизонтально вправо, а ось ܱ࢞
можно не изображать. В качестве формального описания ДСТОВ достаточно записать выраже-
ния орт ࢗ௜ и ࢋ௜ через орты СКТ. 

Для МР на рис. 3 имеем ܰ = ଵܮ  ,7 = ܱ ଵܱ = ଶܮ  ,0 = ଵܱܱଶ = ଵܱܱହ = ଷܮ  ,ହܮ = ܱଶܱଷ = 
= ܱହܱ଺ = ଺ܮ = ସܮ  ,0 = ܱଷ ସܱ = ܱ଺ܱ଻ = ଶࢋ  ,଻ܮ = ସࢋ  ,ଵ࢞ = ହࢋ  ,ଷ࢟ = ଻ࢋ  ,ଵ࢞− = ଵࢗ  ,଺࢟ = ଵ࢟ =   ,࢟
ଶࢗ = ଶ࢟ = ଷࢗ  ,࢟ = ଷࢠ = ସࢗ  ,ଶࢠ = ସࢠ = ହࢗ  ,ଷࢠ = ହ࢟ = ଺ࢗ  ,࢟ = ଺ࢠ = ଻ࢗ  ,ହࢠ = ଻ࢠ =  .଺ࢠ
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По формулам (3), (5), учитывая, что ܵସ, ݊ସ – пустые множества, выпишем ܬସ
௢ = ସସܪ ,0 = 

= ସܬ
௦ + ସܬ

௢ = ସܬ
௦. По формуле (6) выпишем 

ସܬ
௦ = ସܫ

௭ + ௭ସܫ
௫ ସସݔ

௤ଶ + ௭ସܫ
௬ ସସݕ

௤ଶ − ସܫ)2
௫௬ݔସସ

௤ ସସݕ
௤ + ସܫ

௫௭ݔସସ
௤ ସସݖ

௤ + ସܫ
௬௭ݕସସ

௤ ସସݖ
௤ ). 

Отсюда с учетом равенств ݔସସ
௤ = ସସݔ

௭ = ସସݕ ,0
௤ = ସସݕ

௭ = ସସݖ ,0
௤ = ସସݖ

௭ = 1 получим ܬସ
௦ = ସܫ

௭. Таким 
образом, ܪସସ = ସܫ

௭. 
Учитывая, что ࢗଷ = ଷଷܪ ସ по формуле (8), выпишемࢗ = ଷܫ

ௗ + ସସܪ + ସ(݉ସସܮ2
௘ − ݁ସସ

௤ ݉ସସ
௤ ), где 

݁ସସ
௤ = ଷଷݕ

௭ = 0, т. е. ܪଷଷ = ଷܫ
ௗ + ସܫ

௭ + ସ݉ସସܮ2
௘ . По формуле (4) выпишем ݉ସସ

௘ = ݉ସଷ
௬ = ݀௫ସݔସଷ

௬ +
+ ݀௬ସݕସଷ

௬ + ݀௭ସݖସଷ
௬ . Отсюда, учитывая равенства ݔସଷ

௬ = sin(ݍସ) = ସଷݕ ,ସݏ
௬ = cos(ݍସ) = ܿସ, ݖସଷ

௬ = 0, 
получим ݉ସସ

௘ = ݀௫ସݏସ + ݀௬ସܿସ. Таким образом, ܪଷଷ = ଷܫ
ௗ + ସܫ

௭ + ସݏସ(݀௫ସܮ2 + ݀௬ସܿସ). Отсюда сле-
дует, что необходимыми и достаточными условиями независимости ܪଷଷ от угла ݍସ являются сле-
дующие равенства:  

݀௫ସ = ݀௬ସ = 0,                    (17) 
т. е. ЦМ ДТ(4) должен лежать на оси ସܱࢠସ. При этом ܪଷଷ = ଷܫ

ௗ + ସܫ
௭ = const, где ܫଷ

ௗ = ଷܫ
௭ + ݉ସܮସ

ଶ  – 
момент инерции ДТ(3) вокруг оси ܱଷࢗଷ = ܱଷࢠଷ. 

По формуле (5), с учетом равенств ݊ଶ = {3, 4}, ଷܮ = 0, выпишем 
ଶଶܪ = ଶܬ

௦ + ଶܬ
௢ − ସ݁ସଶܮ

௤ (݉ସܮସ݁ସଶ
௤ + 2݉ସଶ

௤ ). 
По ОРФ (3) с учетом (17), т. е. равенства ݉ସସ

௘ = 0, выпишем ܬଶ
௢ = ଷܬ

௢ = ݉ସܮସ
ଶ + ସ݉ସସܮ2

௘ = ݉ସܮସ
ଶ . 

По формуле (4) с учетом (17) выпишем ݉ସଶ
௤ = ݉ସଶ

௬ = ݀௭ସݖସଶ
௬ = ݀௭ସݖଶଶ

௬ = 0. Таким образом, с уче-
том равенств ܬଶ

௢ = ݉ସܮସ
ଶ , ݁ସଶ

௤ = ଷଶݕ
௬ = ܿଷ получим ܪଶଶ = ଶܬ

௦ + ݉ସܮସ
ଶ(1 − ܿଷ

ଶ). Учитывая равенство 
݊ଶ = {2, 3, 4}, формула (6) принимает вид 

ଶܬ
௦ = ∑  ସ

௝ୀଶ ௝௭ܫ] + ௭௝ܫ
௫ ௝ଶݔ

௤ଶ + ௭௝ܫ
௬ ௝ଶݕ

௤ଶ − ௝ܫ)2
௫௬ݔ௝ଶ

௤ ௝ଶݕ
௤ + ௝ଶݔ௝௫௭ܫ

௤ ௝ଶݖ
௤ + ௝ܫ

௬௭ݕ௝ଶ
௤ ௝ଶݖ

௤ )]. 

Отсюда, учитывая обозначения (15) и равенства ݔଶଶ
௤ = ଶଶݔ

௬ = ଶଶݕ ,0
௤ = ଶଶݕ

௬ = ଶଶݖ ,1
௤ = ଶଶݖ

௬ = 0, 
ଷଶݔ

௤ = ଷଶݔ
௬ = ଷଶݕ ,ଷݏ

௤ = ܿଷ, ݖଷଶ
௤ = ସଶݔ ,0

௬ = sin(ݍଷ + (ସݍ = ସଶݕ ,ଷସݏ
௤ = cos(ݍଷ + (ସݍ = ܿଷସ, ݖସଶ

௤ = 0, 
получим 

ଶܬ
௦ = ଶܫ

௭ + ௭ଶܫ
௬ + ଷܫ

௭ + ௭ଷܫ
௫ ଷݏ

ଶ + ௭ଷܫ
௬ ܿଷ

ଶ − ଷܫ2
௫௬ݏଷܿଷ + ସܫ

௭ + ௭ସܫ
௫ ଷସݏ

ଶ + ௭ସܫ
௬ ܿଷସ

ଶ − ସܫ2
௫௬ݏଷସܿଷସ. 

Отсюда с учетом равенств ݏଷ
ଶ = 1 − ܿଷ

ଶ, ݏଷସ
ଶ = 1 − ܿଷସ

ଶ  получим 
ଶଶܪ = ଶܫ

௭ + ௭ଶܫ
௬ + ଷܫ

௭ + ௭ଷܫ
௫ + ݉ସܮସ

ଶ + ௭ଷܫ)
௬ − ௭ଷܫ

௫ − ݉ସܮସ
ଶ )ܿଷ

ଶ − ଷܫ2
௫௬ݏଷܿଷ + ସܫ

௭ + ௭ସܫ
௫ +  

௭ସܫ) +
௬ − ௭ସܫ

௫ )ܿଷସ
ଶ − ସܫ2

௫௬ݏଷସܿଷସ. 
Отсюда с учетом обозначений ܫ௭௜

௫ = ௜ܫ
௫ − ௜ܫ

௭, ܫ௭௜
௬ = ௜ܫ

௬ − ௜ܫ
௭ получим 

ଶଶܪ = ଶܫ
௬ + ଷܫ

௫ + ݉ସܮସ
ଶ + ଷܫ)

௬ − ଷܫ
௫ − ݉ସܮସ

ଶ)ܿଷ
ଶ − ଷܫ2

௫௬ݏଷܿଷ + ସܫ
௫ + ସܫ)

௬ − ସܫ
௫)ܿଷସ

ଶ − ସܫ2
௫௬ݏଷସܿଷସ.  

Отсюда видно, что необходимыми и достаточными условиями независимости ܪଶଶ от углов ݍଷ,  ସݍ
являются равенства (17) и следующие равенства:  

ଷܫ
௬ − ଷܫ

௫ = ݉ସܮସ
ଶ ସܫ    ,

௬ = ସܫ
௫ ଷܫ    ,

௫௬ = ସܫ
௫௬ = 0,             (18) 

при выполнении которых 
ସସܪ = ସܫ

௭, ܪଷଷ = ଷܫ
ௗ + ସܫ

௭, ܪଶଶ = ଶܫ
௬ + ଷܫ

௫ + ସܫ
௫ + ݉ସܮସ

ଶ = ଶܫ
௬ + ଷܫ

௬ + ସܫ
௬ 

– постоянны, т. е. не зависят от углов ݍଷ,  .ସݍ
Подсистемы ݉ଶ и ݉ହ совпадают. Поэтому необходимыми и достаточными условиями неза-

висимости ܪହହ и ܪ଺଺ от углов ݍ଺, ݍ଻ являются следующие равенства:  
݀௫଻ = ݀௬଻ = ଺ܫ    ,0

௬ − ଺ܫ
௫ = ݉଻ܮ଻

ଶ ଻ܫ    ,
௬ = ଻ܫ

௫,    ܫ଺
௫௬ = ଻ܫ

௫௬ = 0,         (19) 

при выполнении которых ܪ଻଻ = ଻ܫ
௭, ܪ଺଺ = ଺ܫ

ௗ + ଻ܫ
௭, ܪହହ = ହܫ

௬ + ଺ܫ
௫ + ݉଻ܮ଻

ଶ  постоянны. 
Учитывая равенства ࢗଵ = ଶࢗ = ହࢗ =  по формуле (8) выпишем ,࢟
ଵଵܪ = ଵܫ

ௗ + ଶଶܪ + ହହܪ + ଶ(݉ଶଶܮ2
௘ − ݁ଶଶ

௤ ݉ଶଶ
௤ ) + ହ(݉ହହܮ2

௘ − ݁ହହ
௤ ݉ହହ

௤ ), 
где ݁ଶଶ

௤ = ଵଶݔ
௬ = ଵ࢞ ⋅ ࢟ = 0, ݁ହହ

௤ = ଵ࢞− ⋅ ࢟ = 0, ݉ଶଶ
௘ = ݉ଶଵ

௫ , ݉ହହ
௘ = ହ࢓ ⋅ (ଵ࢞−) = −݉ହଵ

௫ . 
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Для выписывания выражения ݉ଶଵ
௫ , т. е. проекции статического момента ࢓ଶ на ось ଵܱ࢞ଵ,  

используем ОРФ (4), в которой ߦ = ݅ ,ݔ = 1 и ݆ изменяется от значения 4 до значения 2. Для ݆ = 4 
с учетом (17) выпишем ݉ସଵ

௫ = ݀௭ସݖସଵ
௫ = ݀௭ସݖଶଵ

௫ = ݀௭ସsin(ݍଶ) = ݀௭ସݏଶ. Для ݆ = 3 выпишем 
݉ଷଵ

௫ = ݀௫ଷݔଷଵ
௫ + ݀௬ଷݕଷଵ

௫ + ݀௭ଷݖଷଵ
௫ + ݉ସଵ

௫ . По табл. 2 учебного пособия [5, с. 155] имеем ݔଷଵ
௫ = ܿଶܿଷ, 

ଷଵݕ
௫ = −ܿଶݏଷ, т. е. ݉ଷଵ

௫ = ݀௫ଷܿଶܿଷ − ݀௬ଷܿଶݏଷ + ݀௭ଷݏଶ + ݀௭ସݏଶ. Для ݆ = 2 выпишем ݉ଶଵ
௫ = ݀௫ଶݔଶଵ

௫ +
+ ݀௬ଶݕଶଵ

௫ + ݀௭ଶݖଶଵ
௫ + ݉ଷଵ

௫ , где ݔଶଵ
௫ = ܿଶ, ݕଶଵ

௫ = ଵଵݕ
௫ = ଶଵݖ ;0

௫ =  .ଶ, т. еݏ
݉ଶଵ

௫ = ݀௫ଶܿଶ + ݀௭ଶݏଶ + ݀௫ଷܿଶܿଷ − ݀௬ଷܿଶݏଷ + ݀௭ଷݏଶ + ݀௭ସݏଶ =  
= [݀௫ଶ + (݀௫ଷܿଷ − ݀௬ଷݏଷ)]ܿଶ + (݀௭ଶ + ݀௭ଷ + ݀௭ସ)ݏଶ. 
Аналогично для ݉ହଵ

௫  выпишем 
݉ହଵ

௫ = ݀௫ହܿହ + ݀௭ହݏହ + ݀௫଺ܿହܿ଺ − ݀௬଺ܿହݏ଺ + ݀௭଺ݏହ + ݀௭଻ݏହ =  
= [݀௫ହ + (݀௫଺ܿ଺ − ݀௬଺ݏ଺)]ܿହ + (݀௭ହ + ݀௭଺ + ݀௭଻)ݏହ. 
Таким образом, ܪଵଵ = ଵܫ

ௗ + ଶଶܪ + ହହܪ + ଶ(݉ଶଵܮ2
௫ − ݉ହଵ

௫ ), где по обозначению ܫଵ
ௗ = const – 

момент инерции ДТ(1) относительно оси ଵܱݕ. Отсюда следует, что необходимыми и достаточ-
ными условиями независимости ܪଵଵ от углов ݍଶ, ݍଷ, ݍସ, ݍହ, ݍ଺, ݍ଻ являются равенства (7)–(9),  
а также следующие равенства:  

݀௭ଶ + ݀௭ଷ + ݀௭ସ = 0,    ݀௫ଷ = ݀௬ଷ = ݀௫ଶ = ݀௫ହ = ݀௫଺ = ݀௬଺ = 0,    ݀௭ହ + ݀௭଺ + ݀௭଻ = 0,   (20) 
при выполнении которых ܪଵଵ = ଵܫ

ௗ + ଶଶܪ + ହହܪ = const. 
Выписывание поддиагональных ЭМИК ДСТОВ осуществляется по формуле (2), и если оси 

соседних шарниров параллельны, то по формуле (7). 
Для ݆ = 4, ݅ − 1 = 3 по формуле (7) выпишем ܪସଷ = ସସܪ + ସସݍ)ସܮ

௤ ݉ସସ
௘ − ସସݍ

௘ ݉ସସ
௤ ), где 

ସସݍ
௘ = ସଷݖ

௬ = ଷଷݖ
௬ = ସସݍ ,0

௤ = 1 и с учетом условий (17) ݉ସସ
௘ = 0, т. е. ܪସଷ =  ସସ. Аналогичноܪ

଻଺ܪ =  .଻଻ܪ
Для ݆ = 2, ݅ − 1 = 1 по формуле (7) выпишем ܪଶଵ = ଶଶܪ + ଶଶݍ)ଶܮ

௤ ݉ଶଶ
௘ − ଶଶݍ

௘ ݉ଶଶ
௤ ), где 

ଶଶݍ
௘ = ଵଵݕ

௫ = ଶଶݍ ,0
௤ = 1, ݉ଶଶ

௘ = ݉ଶଵ
௫ , т. е. ܪଶଵ = ଶଶܪ + ଶ݉ଶଵܮ

௫ . При выполнении условий (20) 
݉ଶଵ

௫ = 0, т. е. ܪଶଵ = ଶଶܪ = const. 
Для ݆ = 5, ݅ − 1 = 1 по формуле (7) выпишем ܪହଵ = ହହܪ + ହହݍ)ହܮ

௤ ݉ହହ
௘ − ହହݍ

௘ ݉ହହ
௤ ), где 

ହହݍ
௘ = ଵଵݕ−

௫ = ହହݍ ,0
௤ = 1, ݉ହହ

௘ = −݉ହଵ
௫ , т. е. ܪହଵ = ହହܪ − ହ݉ହଵܮ

௫ . При выполнении условий (20) 
݉ହଵ

௫ = 0, т. е. ܪହଵ = ହହܪ = const. 
Учитывая, что ܬସ

௢ = ଷܮ ,0 = 0 и ݊ସ – пустое множество, по формуле (2) выпишем 
ସଶܪ = ସଶܬ

௦ + ସܬ
௢ݍସଶ

௤ = ସଶܬ
௦ = ସସଶܬ = ସܫ

௫ݔସସ
௤ ସଶݔ

௤ + ସܫ
௬ݕସସ

௤ ସଶݕ
௤ + ସܫ

௭ݖସସ
௤ ସଶݖ

௤ −  
ସܫ−

௫௬(ݔସସ
௤ ସଶݕ

௤ + ସସݕ
௤ ସଶݔ

௤ ) − ௞ܫ
௫௭(ݔସସ

௤ ସଶݖ
௤ + ସସݖ

௤ ସଶݔ
௤ ) − ௞ܫ

௬௭(ݕସସ
௤ ସଶݖ

௤ + ସସݖ
௤ ସଶݕ

௤ ). 
Отсюда с учетом равенств ݔସସ

௤ = ସସݔ
௭ = ସସݕ ,0

௤ = ସସݕ
௭ = ସସݖ ,0

௤ = 1 получим 
ସଶܪ = ସܫ

௭ݖସଶ
௤ − ସܫ

௫௭ݔସଶ
௤ − ସܫ

௬௭ݕସଶ
௤ , 

где ݖସଶ
௤ = ଶଶݖ

௬ = ସଶݔ ,0
௤ = ସଶݔ

௬ = ସଶݕ ,ଷସݏ
௤ = ସଶݕ

௬ = ܿଷସ, т. е. ܪସଶ = ସܫ−
௫௭ݏଷସ − ସܫ

௬௭ܿଷସ. Следовательно, 
необходимыми и достаточными условиями независимости ܪସଶ от углов ݍଷ, ݍସ являются равенст-
ва ܫସ

௫௭ = ସܫ
௬௭ = 0. 

Аналогично ܪ଻ହ = ଻ܫ−
௫௭ݏ଺଻ − ଻ܫ

௬௭ܿ଺଻, т. е. необходимыми и достаточными условиями незави-
симости ܪ଻ହ от углов ݍ଺, ݍ଻ являются равенства ܫ଻

௫௭ = ଻ܫ
௬௭ = 0. 

Таким образом, необходимыми и достаточными условиями независимости ܪସଶ, ܪ଻ହ от углов 
  ଻ являются равенстваݍ ,଺ݍ ,ସݍ ,ଷݍ

ସܫ
௫௭ = ସܫ

௬௭ = ଻ܫ
௫௭ = ଻ܫ

௬௭ = 0,                 (21) 
при выполнении которых ܪସଶ = ଻ହܪ = 0. 

Для ݆ = 4, ݅ − 1 = 1 по формуле (7) выпишем ܪସଵ = ସଶܪ + ସଶݍ)ଶܮ
௤ ݉ସଶ

௘ − ସଶݍ
௘ ݉ସଶ

௤ ), где 
ସଶݍ

௤ = ଶଶݖ
௬ = 0, ݉ସଶ

௤ = ݉ସଶ
௬ = 0. Отсюда ܪସଵ = ସଶܪ = 0. Аналогично ܪ଺ଵ = ଻ଶܪ = 0. 

Учитывая, что ܮଷ = 0 и ݊ଷ = {4}, по формуле (2) выпишем 
ଷଶܪ = ଷଶܬ

௦ + ଷܬ
௢ݍଷଶ

௤ − ସ[݁ସଷܮ
௤ (݉ସܮସ݁ସଶ

௤ + ݉ସଶ
௤ ) + ݁ସଶ

௤ ݉ସଷ
௤ ]. 

Отсюда с учетом равенств (17) ݍଷଶ
௤ = ଷଶݖ

௬ = ଶଶݖ
௬ = 0, ݁ସଷ

௤ = ଷଷݕ
௭ = 0, ݁ସଶ

௤ = ଷଶݕ
௬ = ܿଷ, ݉ସଷ

௤ = ݉ସସ
௭ = 

= ݀௭ସݖସସ
௭ = ݀௭ସ получим ܪଷଶ = ଷଶܬ

௦ −  ସ݀௭ସܿଷ, где по обозначениюܮ
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ଷଶܬ
௦ = ଷଷଶܬ + ସଷଶܬ = ଷܫ

௫ݔଷଷ
௤ ଷଶݔ

௤ + ଷܫ
௬ݕଷଷ

௤ ଷଶݕ
௤ + ଷܫ

௭ݖଷଷ
௤ ଷଶݖ

௤ − ଷܫ
௫௬(ݔଷଷ

௤ ଷଶݕ
௤ + ଷଷݕ

௤ ଷଶݔ
௤ ) − ଷܫ

௫௭(ݔଷଷ
௤ ଷଶݖ

௤ + 
ଷଷݖ +

௤ ଷଶݔ
௤ ) − ଷܫ

௬௭(ݕଷଷ
௤ ଷଶݖ

௤ + ଷଷݖ
௤ ଷଶݕ

௤ ) + ସܫ
௫ݔସଷ

௤ ସଶݔ
௤ + ସܫ

௬ݕସଷ
௤ ସଶݕ

௤ + ସܫ
௭ݖସଷ

௤ ସଶݖ
௤ − ସܫ

௫௬(ݔସଷ
௤ ସଶݕ

௤ + ସଷݕ
௤ ସଶݔ

௤ ) − 
ସܫ −

௫௭(ݔସଷ
௤ ସଶݖ

௤ + ସଷݖ
௤ ସଶݔ

௤ ) − ସܫ
௬௭(ݕସଷ

௤ ସଶݖ
௤ + ସଷݖ

௤ ସଶݕ
௤ ). 

Отсюда с учетом равенств ݔଷଷ
௤ = ଷଷݔ

௭ = ଷଷݕ ,0
௤ = ଷଷݕ

௭ = ଷଷݖ ,0
௤ = ଷଷݖ

௭ = ଷଶݔ ,1
௤ = ଷଶݔ

௬ = ଷଶݕ ,ଷݏ
௤ = 

= ଷଷݕ
௬ = ܿଷ, ݖଷଶ

௤ = ଷଶݖ
௬ = ଶଶݖ

௬ = ସଷݔ ,0
௤ = ସସݔ

௭ = ସଷݕ ,0
௤ = ସସݕ

௭ = ସଷݖ ,0
௤ = ସସݖ

௭ = ସଶݖ ,1
௤ = ଷଶݖ

௤ = 0, 
ସଶݔ

௤ = ସଶݔ
௬ = ସଶݕ ,ଷସݏ

௤ = ସଶݕ
௬ = ܿଷସ, получим ܬଷଶ

௦ = ଷܫ−
௫௭ݏଷ − ଷܫ

௬௭ܿଷ − ସܫ
௫௭ݏଷସ − ସܫ

௬௭ܿଷସ, т. е. 
ଷଶܪ = ଷܫ−

௫௭ݏଷ − ଷܫ)
௬௭ + ସ݀௭ସ)ܿଷܮ − ସܫ

௫௭ݏଷସ − ସܫ
௬௭ܿଷସ. 

Следовательно, необходимыми и достаточными условиями независимости ܪଷଶ от углов ݍଷ, ݍସ 
являются равенства  

ଷܫ
௬௭ + ସ݀௭ସܮ = ଷܫ    ,0

௫௭ = ସܫ
௫௭ = ସܫ

௬௭ = 0,              (22) 
при выполнении которых ܪଷଶ = 0. 

Для ݆ = 3, ݅ − 1 = 1 по формуле (7) выпишем ܪଷଵ = ଷଶܪ + ଷଶݍଶ൫ܮ
௤ ݉ଷଶ

௘ − ଷଶݍ
௘ ݉ଷଶ

௤ ൯, где 
ଷଶݍ

௤ = ଶଶݖ
௬ = ଷଶݍ ,0

௘ = ଶଵݖ
௫ = ଶ, ݉ଷଶݏ

௤ = ݉ଷଶ
௬ , т. е. ܪଷଵ = ଷଶܪ − ଶ݉ଷଶܮ

௬  ଶ. Учитывая равенствоݏ
ସଶݖ

௬ = ଶଶݖ
௬ = 0, по формуле (4) имеем ݉ସଶ

௬ = 0. Следовательно, ݉ଷଶ
௬ = ݀௫ଷݔଷଶ

௬ + ݀௬ଷݕଷଶ
௬ + ݀௭ଷݖଷଶ

௬ . 
Отсюда с учетом равенств ݔଷଶ

௬ = ଷଶݔ
௬ = ଷଶݕ ,ଷݏ

௬ = ܿଷ, ݖଷଶ
௬ = ଶଶݖ

௬ = 0 получим ݉ଷଶ
௬ = ݀௫ଷݏଷ + ݀௬ଷܿଷ. 

Следовательно, ܪଷଵ = ଷଶܪ − ଷݏଶ൫݀௫ଷܮ + ݀௬ଷܿଷ൯ݏଶ и с учетом условий (20), (22) получим ܪଷଵ = 
= ଷଶܪ = 0. Аналогично ܪ଺ଵ = ଺ହܪ = 0. 

Таким образом, для независимости от углов поворота тел ЭМИК МР на рис. 3 необходимо и 
достаточно массы тел распределить так, чтобы выполнялись условия (17)–(22). Практическая 
реализация условий независимости подсистем ݉ଶ (݉ହ) от углов ݍଶ, ݍଷ, ݍସ (ݍହ, ݍ଺, ݍ଻) описана, 
например, в учебных пособиях [16, 17] и статье [4], где указано, что в первую очередь необходи-
мо статически уравновесить ДТ(4) и ДТ(3) (аналогично ДТ(7) и ДТ(6)). Тогда силы тяжести, при-
веденные к осям вращения всех тел МР на рис. 3, обнуляются. Следовательно, уравнения дина-
мики МР на рис. 3 примут вид системы семи линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка с постоянными коэффициентами, которые интегрируются элементарно. 

Описание возможных вариантов практической реализации остальных условий выходит за 
пределы заявленной темы статьи. 

 
Заключение 
Предложенный формализм выписывания ЭМИК рассмотренных ДСТОВ позволяет легко и 

быстро получить выражения их кинетической энергии. Совместно с формализмом выписывания 
уравнений динамики в форме уравнения Лагранжа второго рода, изложенным в статье [15], уда-
ется существенно упростить вывод уравнений динамики ДСТОВ в символьном виде с явной за-
писью центробежных и кориолисовых инерционных моментов сил, а также с выделением из них 
гироскопических составляющих. Применение известных методов учета связей в уравнениях ди-
намики расширяет область использования предлагаемых формализмов на ДСТОВ со связями 
концевых тел и систем тел с переменной структурой. 
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