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Аннотация. Нестабильность результатов лазерной закалки обуславливает необходимость ком-

плексного анализа методов расчета температурного поля для оптимизации процесса и повышения 
точности прогнозирования глубины закаленного слоя. Цель: проведение сравнительного анализа 
точности основных аналитических методов расчета температурного поля металлической пластины 
при поверхностной лазерной закалке для прогнозирования глубины закаленного слоя. Исследование 
направлено на выявление наиболее адекватного аналитического подхода путем сопоставления с ре-
зультатами численного моделирования. Материалы и методы. В качестве объектов сравнения вы-
браны три распространенных аналитических метода: решение дифференциальных уравнений тепло-
проводности с использованием преобразования Лапласа; модель на основе функций Грина для дви-
жущегося гауссова источника тепла; метод, основанный на модифицированном уравнении Розента-
ля для точечного источника тепла. Точность методов оценивалась по критерию прогнозирования 
глубины зоны закалки при фиксированной температуре (Tz ≈ 820 °С для стали 40Х). В качестве эта-
лона использованы результаты численного моделирования, выполненные с помощью авторской 
компьютерной программы Laser_hardening_of_metal. Расчеты проведены для пластины из стали 40Х 
при мощности лазера 2000 Вт, скорости сканирования 10 мм/с и радиусе пятна 4,5 мм. Результаты. 
Установлено, что аналитические методы дают различную оценку глубины закаленного слоя ≈ 1,3 мм 
(метод Лапласа), ≈ 0,6 мм (метод Грина), ≈ 0,8 мм (метод Розенталя). Численное моделирование по-
казало значение, равное 0,822 мм. Наиболее близкий к численному результату продемонстрировал 
метод, основанный на решении уравнения теплопроводности с использованием функций Грина для 
движущегося гауссова источника. Метод на основе модификации уравнения Розенталя получил рас-
хождение с численной моделью около 25 %, а решение с преобразованием Лапласа показало наи-
большую погрешность (более 50 %), подтвердив его исключительно оценочный характер. Заклю-
чение. Сравнительный анализ позволил ранжировать аналитические методы по точности прогноза 
глубины лазерной закалки. Для инженерных расчетов, требующих высокой точности и наличия вы-
числительных средств, рекомендован метод на основе функций Грина. Для оперативных прибли-
женных оценок с приемлемой погрешностью (порядка 20–25 %) может применяться модифициро-
ванное уравнение Розенталя. Результаты работы обеспечивают рациональную основу для выбора 
метода расчета и оптимизации параметров лазерной поверхностной термообработки. 

Ключевые слова: сравнительный анализ методов, поверхностная лазерная закалка, математиче-
ская модель теплового состояния пластины, компьютерная модель теплового состояния пластины 
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Abstract. The instability of laser hardening results necessitates a comprehensive analysis of methods 

for calculating the temperature field to optimize the process and improve the accuracy of predicting  
the depth of the hardened layer. Purpose. Conducting a comparative analysis of the accuracy of the main 
analytical methods for calculating the temperature field of a metal plate during surface laser hardening to 
predict the depth of the hardened layer. The study aims to identify the most adequate analytical approach by 
comparing it with the results of numerical modeling. Materials and Methods. Three common analytical 
methods were selected for comparison: solving differential heat conduction equations using the Laplace 
transform; a model based on Green's functions for a moving Gaussian heat source; and a method based on  
a modified Rosenthal equation for a point heat source. The accuracy of the methods was assessed by the cri-
terion of predicting the hardening zone depth at a fixed temperature (Tz ≈ 820 °C for 40Kh steel). The re-
sults of numerical modeling performed using the author's computer program “Laser_hardening_of_metal” 
were used as a benchmark. Calculations were performed for a 40Kh steel plate at a laser power of 2000 W, 
a scanning speed of 10 mm/s, and a beam radius of 4.5 mm. Results. It was established that the analytical 
methods provide different estimates of the hardened layer depth: ≈ 1.3 mm (Laplace method), ≈ 0.6 mm 
(Green's function method), ≈ 0.8 mm (Rosenthal method). Numerical modeling yielded a value of 
0.822 mm. The method based on solving the heat conduction equation using Green's functions for a moving 
Gaussian source showed the closest agreement with the numerical result. The method based on the modified 
Rosenthal equation showed a discrepancy with the numerical model of about 25 %, while the solution using 
the Laplace transform demonstrated the highest error (over 50 %), confirming its exclusively estimative na-
ture. Conclusion. The comparative analysis allowed ranking the analytical methods by the accuracy of laser 
hardening depth prediction. For engineering calculations requiring high accuracy and computational re-
sources, the method based on Green's functions is recommended. For rapid approximate estimates with ac-
ceptable error (about 20–25 %), the modified Rosenthal equation can be applied. The results of the work 
provide a rational basis for selecting a calculation method and optimizing the parameters of laser surface 
heat treatment. 

Keywords: comparative analysis of methods, surface laser hardening, mathematical modeling of plate 
thermal state, computational modeling of plate thermal state 

 
For citation: Yachikov I.M., Shatalov E.A. Analysis of temperature field calculation methods for  

a metal plate during surface laser hardening. Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer 
Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 2026;26(1):33–42. (In Russ.) DOI: 10.14529/ctcr260103 

 
 

Введение 
В настоящий момент экспериментальные исследования показывают, что процесс лазерной 

закалки металлических поверхностей не во всех случаях обеспечивает ожидаемые положитель-
ные результаты из-за существующего множества различных факторов, влияющих на процесс. 
Существующие математические модели по определению теплового состояния металлической 
поверхности при воздействии на нее лазерного луча не всегда дают адекватное представление из-
за необходимости использования различных допущений. Это обусловливает необходимость про-
ведения комплексного анализа и сравнительной оценки существующих методов расчета как чис-
ленных, так и аналитических для рационального выбора параметров обработки для повышения 
точности прогнозирования глубины закаливаемого слоя.  

В зарубежной и отечественной литературе предложено огромное множество интерпретаций 
аналитического расчета температурного поля при поверхностной лазерной термообработке ме-
талла. Однако большая их часть базируется на нескольких основных методах расчета. 
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Одним из наиболее распространенных является решение дифференциальных уравнений теп-
лопроводности с использованием преобразования Лапласа. Данный метод в большей части лите-
ратуры указывается как оценочный с невысокой точностью вычислений [1–6]. 

Менее распространенным методом выступает модель на основе решения дифференциальных 
уравнений теплопроводности методом функций Грина [7–9]. Стоит отметить, что основным не-
достатком получаемой математической модели является трудоемкость вычислений без использо-
вания ЭВМ. 

В зарубежной литературе широко распространено использование аналитического метода, 
связанного с решением уравнения Розенталя для точечного источника тепла [10, 11].  

Существующее многообразие аналитических моделей учитывает или не учитывает движение 
луча по поверхности металла, определяет одномерное, двухмерное или трехмерное температур-
ное поле, имеет разную сложность и точность. Все это приводит к проблеме выбора необходимо-
го метода решения для конкретного используемого оборудования и обрабатываемого металла 
при поверхностной лазерной закалке. Прежде всего, потому что каждый из данных методов име-
ет свои преимущества и недостатки. В одних случаях – это сложность вычислений, в других – 
неточность получаемых результатов. 

Целью работы является проведение сравнительного анализа точности при лазерной термооб-
работке металла для основных существующих аналитических методов расчета при их сравнении 
с численным методом прогнозирования глубины закаливаемого слоя. 

 
1. Анализ существующих аналитических методов расчета теплового состояния  
металлической пластины при ее поверхностной лазерной закалке 
Рассмотрим процесс движения лазера по поверхности металла со скоростью луча лазера v  

и радиусом пятна на поверхности металла r (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Процесс движения лазерного луча при нагреве стальной заготовки 

Fig. 1. Process of laser beam motion during heating of steel billet 
 
Проведем сравнительный анализ трех основных существующих аналитических способов ре-

шения задачи нагрева полубесконечного стального образца лазерным лучом.  
Для выполнения расчетов были систематизированы данные о теплофизических свойствах 

стали марки 40Х. На основе табличных значений теплофизических свойств этой стали, представ-
ленных в работе [12], получены аппроксимирующие уравнения плотности, удельной теплоемко-
сти, коэффициента теплопроводности от температуры и рассчитаны их среднеинтегральные зна-
чения в диапазоне температур 20 1100 Сt   : 

  5 2
т 7830 0,283 3,23 10t t t      ,  = 7658 кг/м3;  

  4 2
т 432 0,371 1,05 10С t t t     , С = 597 Дж/(кгК); 

  3 5 2 8 3
т 45,8 5,12 10 8,19 10 5,79 10t t t t           ,  = 34,6 Вт/(мК). 

Также определено среднее значение коэффициента температуропроводности в указанном 
диапазоне температур   6 27,56 10 м са С     . 
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Все сравнительные расчеты проводились при следующих параметрах обработки металла: 
мощность лазера q = 2000 Вт; скорость движения лазерного луча по поверхности металла 
v = 10 мм/с; радиус пятна лазера на поверхности металла r = 4,5 мм; поглощательная способность 
металлической поверхности A = 0,79 и начальная температура образца, T0 = 29 °С (см. рис. 1). 

Будем выбирать температуру закалки на заданной глубине Δz по формуле Tz = Ас3 + Δtp, где 
перегрев от критической температуры Ас3 составляет Δtp = 30–50 °C. Для стали 40Х температура 
Ас3 = 782 °C. Отсюда температура закалки должна составлять 820 СzT   . 

Рассмотрим самый простой и широко распространенный способ, основанный на решении 
одномерного нестационарного уравнения теплопроводности при воздействии теплового потока 
на полубесконечную пластину с помощью преобразования Лапласа [13]. При среднем тепловом 
потоке 2( )q r  температурное поле под фокальным неподвижным пятном будет иметь вид [1] 

1
2

0 2 1
2

2 ( )( , ) ,

2 ( )

A q a t zT z t T ierfc
r

a t

 
   

          

               (1) 

где ( )ierfc x  – функция Лапласа или интеграл ошибок [2]. 
На рис. 2а представлены зависимости температуры от времени при различных расстояниях z  

от поверхности пластины. 
 

  
a) b) 

Рис. 2. Зависимости температуры от времени, рассчитанные по формуле (1) в разных точках по глубине  
от поверхности пластины (а) и зависимость температуры от расстояния от поверхности пластины в момент  
                                   времени t1 (b): 1 – z = 0,5 мм; 2 – z = 1 мм; 3 – z = 1,5 мм; 4 – z = 2 мм 
Fig. 2. Temperature dependences on time calculated by formula (1) at different points in depth from the plate 
surface (a) and temperature dependence on distance from the plate surface at the moment of time t1 (b): 1 – z = 0,5 mm;  
                                                              2 – z = 1 mm; 3 – z = 1,5 mm; 4 – z = 2 mm 

 
При движении луча по поверхности со скоростью v время воздействия q для конкретной точ-

ки может быть приближенно оценено как 1 0,45 сt r v  . На рис. 2b показано распределение 
температуры по z в конце нагрева в момент времени 1t . Видно, что глубина, где достигается тем-
пература закалки Tz, при заданных параметрах составляет примерно zz = 1,3 мм. 

Понятно, что формула (1) имеет исключительно оценочный характер, так как не учитывает 
всего многообразия процесса: движение пятна лазера, распространение тепла по материалу в го-
ризонтальных направлениях, плавление металла, его охлаждение и пр. 

Рассмотрим следующий способ аналитического решения уравнения теплопроводности для 
задачи нагрева полубесконечного тела гауссовым источником тепла, движущимся по поверхно-
сти вдоль оси x со скоростью v. Если принять, что коэффициенты температуропроводности и те-
плопроводности a и  соответственно не зависят от температуры, то, используя метод функций 
Грина для Гауссова распределения интенсивности источника тепла, можно получить значение 
максимальной температуры в виде интеграла [9]: 
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2 2 2

2
( )

44

0 3 2
02

( , , ) .
(4 )

x v t y z
a ta t rA q a eT x y z T d

a t r

  
      

  
   

 
                (2) 

Обозначение выбранной системы координат показано на рис. 1. Проведем расчеты при 
x = y = 0. На рис. 3 показано распределение максимальной температуры по глубине z от поверх-
ности пластины при разных скоростях движения луча. Видно, что глубина, где достигается тем-
пература закалки Tz, увеличивается при уменьшении скорости движения луча и при v = 10 мм/c 
составляет примерно zz = 0,6 мм. 

 

 
Рис. 3. Зависимости максимальной температуры по глубине от поверхности 
пластины, рассчитанные по формуле (2) при скорости движения луча:  
                              1 – v = 10 мм/c; 2 – v = 7,5 мм/c; 3 – v = 5 мм/c 
Fig. 3. Dependences of the maximum temperature by depth from the plate surface 
calculated by formula (2) at the beam speed: 1 – v = 10 mm/s; 2 – v = 7,5 mm/s;  
                                                            3 – v = 5 mm/s 

 
Рассмотрим расчет температурного поля, полученный на основе уравнения для движущегося 

источника с гауссовым распределением энергии по толстой пластине в направлении x. Темпера-
турное поле, вызванное точечным источником, можно записать как уравнение Розенталя [14] 

 
0( ,  ) exp

2 2
v x rA qT x r T

r a
  

       
. 

Если скорость v лазерного луча высока, то его тепловое воздействие можно рассматривать 
как линейный источник, имеющий конечную ширину в направлении y, но бесконечно тонкий в 
направлении x. В этом случае распределение температур от времени t по двум координатам z и y 
можно рассматривать как модификацию уравнения Розенталя [10]: 

2 2
0

0
0 1

2
0

( )
( )

( , , ) exp ,
4

2 ( ( ))

z z y
t t tA qT z y t T

a
v t t t

  
          

         
 

          (3) 

где 
2

0   
4
rt
a

  – время, необходимое для рассеивания тепла на половине радиуса пятна; коэффи-

циент 

1
2

0
12

a rz
e C v

   
       

; 1C  – постоянная, определяющая время ввода в 1
rt С
v

  тепловой энер-

гии в заданную точку поверхности; 1C  1. 
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Для задачи закалки из уравнения (3) определяется глубина zz, где достигается заданная тем-
пература zT : 

 
 

11
22

0
0

/2
z

p z

A q v
z z

e C T T
              

.                 (4) 

На рис. 4 приведены расчетные зависимости температуры от времени на оси луча (y = 0) на 
разном расстоянии от поверхности пластины. С увеличением расстояния z максимум температур 
наблюдается с увеличивающимся временным лагом. 

На рис. 5 приведена зависимость глубины достижения температуры закалки Tz от мощности 
лазера при разной скорости движения луча по поверхности металла. Видно, что чем меньше ско-
рость и больше мощность, тем выше глубина закалки. Правда, данная модель не учитывает рас-
плавление поверхности металла, что, естественно, не всегда допустимо при проведении закалки. 

Из рис. 5 видно, что глубина, где достигается температура закалки Tz, при v = 10 мм/c и 
q = 2000 Вт составляет примерно zz = 0,8 мм. 

 

 
Рис. 4. Зависимости температуры от времени, полученные по формуле (3) при 
y = 0 на разном растоянии от поверхности пластины: 1 – z = 0,5 мм; 2 – z = 1 мм;  
                                                  3 –z = 1,5 мм; 4– z = 2 мм 
Fig. 4. Time dependences of temperature obtained by formula (3) at y = 0 at different 
distances from the plate surface: 1– z = 0,5 mm; 2 – z = 1 mm; 3 –z = 1,5 mm;  
                                                            4 – z = 2 mm 

 

 
Рис. 5. Зависимость глубины достижения температуры закалки Tz от мощности 
лазера при скорости движения луча: 1 – v = 10 мм/c; 2 – v = 7,5 мм/c; 3 – v = 5 мм/c 
Fig. 5. Dependence of the depth of reaching the quenching temperature Tz on 
the laser power at the beam speed: 1 – v = 10 mm/s; 2 – v = 7,5 mm/s; 3 – v = 5 mm/s 
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2. Расчет теплового состояния металлической пластины при ее поверхностной  
лазерной закалке численным методом и сравнение с аналитическими методами 
В работе [15] на основе допущений и ограничений сформулирована математическая модель, 

представляющая собой краевую задачу расчета нестационарного теплового состояния металли-
ческой пластины и определение глубины ее прогрева и возможного проплавления при движении 
лазерного луча по ее поверхности. Предложен численный алгоритм и компьютерная программа 
Laser_hardening_of_metal, которая позволяет определять нестационарное распределение темпера-
тур и глубину закаленного слоя. 

На основе компьютерного моделирования проведен расчет для пластины длиной L = 50 мм и 
толщиной H = 6 мм из стали марки 40Х. На рис. 6 показана диаграмма распределения температур 
в пластине в разные моменты времени от начала прохода луча лазера вдоль оси Ox. Также по 
расчетам приведены максимальные температуры от времени на разной глубине от поверхности 
пластины (рис. 7). 

 

  
a) b) 

Риc. 6. Распределение температур в пластине при движении луча лазера: a – в момент времени 2 с от начала 
движения, координата центра фокального пятна 24,5 мм; b – в момент времени 3 с от начала движения, 
координата центра фокального пятна 34,5 мм. Цифрами обозначены температуры изотерм. Температура  
                                                      Tz = 820 °С соответствует температуре закалки 
Fig. 6. Temperature distribution in the plate during the laser beam motion: a – at the moment of time 2 s from the be-
ginning of motion, the focal spot center coordinate is 24.5 mm; b – at the moment of time 3 s from the beginning 
of motion, the focal spot center coordinate is 34.5 mm. Numbers indicate isotherm temperatures. The temperature  
                                               of Tz = 820 °С corresponds to the quenching temperature 

 

  
a) b) 

Рис. 7. Максимальные температуры от времени на разной глубине от поверхности пластины: a – по результатам  
                                  расчета, показанного на рис. 6а; b – по результатам расчета на рис. 6b 
Fig. 7. Maximum temperatures from time at different depths from the plate surface: a – according to the results  
                   of the calculation shown in Fig. 6a; b – according to the results of the calculation in Fig. 6b 
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В качестве сравнения на рис. 8 представлены зависимости температурного поля в пластине, 
полученные по двум аналитическим моделям и численному методу расчета. 

 

 
Рис. 8. Зависимости распределения максимальной температуры по глубине  
от поверхности пластины при лазерной термообработке металла для аналити-
ческих и численого способов расчета: 1 – по формуле (3); 2 – по формуле (2);  
                                             3 – численный метод расчета 
Fig. 8. Dependencies of the distribution of the maximum temperature by depth from 
the surface of the plate during laser heat treatment of metal for analytical and numerical  
        calculation methods: 1 – formula (3); 2 – formula (2); 3 – numerical solution 

 
На основе проведенного моделирования получено, что для температуры закалки Tz  820 °C 

следующие значения глубины упрочненного слоя: для метода расчета на основе уравнения для 
движущегося источника (3) – 0,620 мм; для расчета на основе решения уравнения теплопровод-
ности методом функций Грина (2) – 0,816 мм; для численного метода расчета – zz = 0,822 мм. 

 
Заключение 
Таким образом, проведен сравнительный анализ точности прогнозирования глубины закали-

ваемого слоя для существующих аналитических методов расчета при лазерной термообработке 
металла. При сравнении их с численным расчетом наиболее близкий к нему результат показал 
метод, полученный по формуле на основе решения уравнения теплопроводности методом функ-
ций Грина при движении источника тепла, имеющего Гауссово распределение интенсивности. 
Этот метод можно рекомендовать при необходимости точного расчета теплового поля и при на-
личии ЭВМ. Если требуется найти приближенное решение без использования сложных вычисле-
ний с получаемой точностью около 20 %, то можно использовать вариант расчета по формуле, 
являющейся модификацией уравнения Розенталя. 
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