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Аннотация. Математические модели для монокулярных визуально-инерциальных навигацион-

ных систем (ВИНС) рассматриваются в контексте известных ограничений рекуррентных алгоритмов 
фильтрации – проблем консистентности и вычислительной эффективности. Цель исследования заклю-
чается в разработке консистентных моделей ошибок ВИНС с отслеживанием двух типов визуальных 
признаков: опорных точек с параметризацией обратной глубины и опорных маркеров типа Aruco, 
используемых в качестве известных ориентиров. Модели адаптированы для использования в ВИНС 
на основе быстрого блочного фильтра Калмана (ББФК) – полностью рекуррентного алгоритма, при-
ближающего оценки обобщенного фильтра Калмана (ОФК) при существенно меньших вычисли-
тельных затратах. Материалы и методы. Математические модели ВИНС линеаризуются относи-
тельно право-инвариантных ошибок, анализируется поведение моделей в условиях ненаблюдаемых 
преобразований параметров ВИНС. Численное тестирование ББФК-ВИНС с разработанными моде-
лями проведено в среде MATLAB с использованием стандартных реализаций KLT-трекера опорных 
точек и детектора Aruco-маркеров. Результаты. Эффективность разработанных моделей для ББФК-
ВИНС подтверждена численным моделированием сценария посадки с использованием KLT-трекера 
и детектора Aruco-маркеров. Показана согласованность расчетных диапазонов 3σ для ошибок оце-
нок комплексирующего фильтра и фактических значений погрешности, отсутствие ложной наблю-
даемости, а также ускорение вычислений ББФК по сравнению с обобщенным фильтром Калмана 
при близости формируемых ими оценок. Заключение. Проведенное исследование подтверждает, 
что при применении в рекуррентных алгоритмах фильтрации разработанные модели позволяют уст-
ранить ложную наблюдаемость ошибок оценивания абсолютных позиционных координат и угла 
рыскания, а также обеспечивают оценивание в условиях большой начальной неопределенности оце-
нок. Перспективы дальнейшей работы связаны с рассмотрением более сложных и продолжительных 
сценариев движения. 

Ключевые слова: рекуррентная фильтрация, ВИНС, маркеры Aruco, параметризация обратной 
глубины, право-инвариантные ошибки 
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Abstract. Mathematical models for monocular visual-inertial navigation systems (VINS) are consi-

dered in the context of well-known limitations of recursive filtering algorithms, namely consistency issues 
and computational efficiency. The aim of the study is to develop consistent VINS error models with tracking 
of two types of visual features: point landmarks parameterized by inverse depth and ArUco fiducial markers 
used as known landmarks. The proposed models are adapted for use in a VINS based on a Fast Block 
Kalman Filter (FBKF), a fully recursive algorithm that approximates the estimates of the Extended Kalman 
Filter (EKF) at significantly lower computational cost. Materials and Methods. The mathematical models 
of the VINS are linearized with respect to right-invariant errors, and the behavior of the models is analyzed 
under unobservable transformations of the VINS parameters. Numerical testing of the FBKF-based VINS 
with the developed models was carried out in the MATLAB environment using standard implementations of  
a KLT point tracker and an ArUco marker detector. Results. The effectiveness of the developed models for 
the FBKF-based VINS is confirmed by numerical simulation of a landing scenario using a KLT tracker and 
an ArUco marker detector. Consistency between the predicted 3σ confidence bounds of the fusion filter  
estimation errors and the actual error values is demonstrated, along with the absence of false observability 
and an acceleration of FBKF computations compared to the Extended Kalman Filter while maintaining 
comparable estimation accuracy. Conclusion. The conducted study confirms that, when applied in recursive 
filtering algorithms, the proposed models eliminate false observability of absolute position and yaw estima-
tion errors and enable reliable estimation under conditions of large initial uncertainty. Future work will  
focus on the analysis of more complex and longer-duration motion scenarios. 

Keywords: recursive filtering, VINS, ArUco markers, inverse depth parameterization, right-invariant 
errors 
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Введение 
Визуально-инерциальные навигационные системы (ВИНС) оценивают положение и ори-

ентацию подвижного объекта по данным инерциальных датчиков и бортовой видеокамеры. Рас-
пространенный вариант ВИНС объединяет бесплатформенную инерциальную навигационную 
систему (БИНС) с системой технического зрения (СТЗ), отслеживающей неподвижные визуаль-
но-контрастные детали окружающей среды, так называемые визуальные признаки, на изобра-
жениях с видеокамеры. Поскольку перемещение проекций визуальных признаков на плоскость 
изображения зависит от собственного движения подвижного объекта, данные СТЗ могут служить 
в качестве источника корректирующей информации для БИНС, дополняя стандартные источни-
ки, такие как сигналы глобальных навигационных спутниковых систем (ГНСС).  

Алгоритмы ВИНС, использующие обобщенный фильтр Калмана (ОФК) [1, 2] для рекуррент-
ного оценивания вектора навигационных параметров подвижного объекта и постоянного вектора 
параметров положения N визуальных признаков, имеют следующие два основных недостатка:  
(I) кубическую вычислительную сложность относительно числа визуальных признаков N, огра-
ничивающую число отслеживаемых признаков; (II) неконсистентность линеаризованной матема-
тической модели ошибок ВИНС, проявляющуюся в ложной наблюдаемости ошибок оценивания 
абсолютных позиционных координат и угла рыскания по данным относительного расположения 
объекта и визуальных признаков [3–6].  



Шестаков А.Л., Циоплиакис Н.И.        Консистентные инвариантные математические модели 
          для визуально-инерциальной навигационной системы… 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Компьютерные технологии, управление, радиоэлектроника».  
2026. Т. 26, № 1. С. 43–60 

45

В настоящее время в ВИНС широко используются быстрые оконные фильтры типа Multi-
State Constraint Kalman Filter (MSCKF) [3, 7–11] с линейной от N вычислительной сложностью, 
исключающие параметры положения визуальных признаков из уравнений измерения и вектора 
состояния. Вместо совместного оценивания навигационных параметров и параметров положения 
признаков в MSCKF-ВИНС формулируется задача оценивания последовательности значений на-
вигационных параметров объекта в пределах скользящего временного окна, что приводит к сни-
жению размерности вектора состояния и вычислительной нагрузки. Оконные фильтры типа 
MSCKF демонстрируют сниженную погрешность линеаризации по сравнению с полностью ре-
куррентными ОФК-ВИНС благодаря отложенной линеаризации [7], позволяющей вычислять 
матрицы Якоби уравнений измерения с использованием более точных оценок положения призна-
ков. С другой стороны, недостатком MSCKF по сравнению с полностью рекуррентным ОФК яв-
ляется ограничение максимальной длительности отслеживания каждого признака шириной вре-
менного окна, что не оптимально в условиях, допускающих длительный обзор одних и тех же 
признаков. В случае использования монокулярной видеокамеры в ВИНС с отслеживанием опор-
ных точек (точечных визуальных признаков), когда в момент первого обнаружения точки извест-
но лишь направление на нее, но не расстояние, снизить погрешность линеаризации и в MSCKF- и 
в ОФК-ВИНС позволяет параметризация обратной глубины [7, 12–15].  

Для борьбы с неконсистентностью в MSCKF- и ОФК-ВИНС применяются такие методы, как 
вычисление матриц Якоби только по первым оценкам (First Estimation Jacobians, FEJ) [5, 9], вне-
дрение ограничений наблюдаемости (Observability Constrains, OC) [4, 5], параметризация в свя-
занной системе координат подвижного объекта [11, 16], применение инвариантных моделей 
ошибок [3, 17–20]. По сравнению со стандартной параметризацией в неподвижной опорной сис-
теме координат недостатком параметризации в связанной системе координат является избыточ-
ный дрейф оценок положения и угла рыскания. FEJ и OC увеличивают погрешность линеариза-
ции, так как предполагают искусственную модификацию точек линеаризации или непосредст-
венно матриц Якоби [4, 5, 9]. При использовании инвариантных моделей ошибок консистент-
ность рекуррентных фильтров ВИНС достигается более естественным образом – за счет учета 
свойств групп Ли, порожденных преобразованиями ориентации и положения подвижного объек-
та и признаков [3, 17]. Кроме того, было показано, что рекуррентные ОФК-алгоритмы с инвари-
антными моделями ошибок достигают примерно той же точности [17], что и алгоритмы инкре-
ментального сглаживания [21, 22]. 

Право-инвариантная модель ошибок для ВИНС с параметризацией опорных точек декартовы-
ми координатами, анализ ее консистентности и адаптация под архитектуру MSCKF приведены в 
статье [3], однако в ней не рассмотрены вопросы введения инвариантных ошибок в модель с пара-
метризацией обратной глубины. В статье [20] была рассмотрена право-инвариантная модель ошибок 
системы визуальной одометрии с отслеживанием 3D-объектов с неизвестным заранее положением. 

Целью данной работы является разработка консистентных право-инвариантных моделей для 
монокулярной ВИНС на основе быстрого блочного фильтра Калмана (ББФК) с отслеживанием 
опорных точек с параметризацией обратной глубины, а также опорных маркеров типа Aruco [23], 
используемых в качестве ориентиров с заранее известными оценками положения. Алгоритм 
ББФК представляет собой реализацию полностью рекуррентного фильтра, позволяющую полу-
чать приближенные к оценкам ОФК оценки со сниженной, линейной от числа визуальных при-
знаков N вычислительной сложностью, что достигается за счет экономичной аппроксимации сов-
местной матрицы ковариаций ошибок признаков по методу главных компонент [24]. 

 
1. Математические модели ВИНС 
1.1. Параметры модели ошибок ББФК-ВИНС 
ББФК использует линеаризованную модель ошибок ВИНС [24]. В вектор ошибок 

1...,
TT T

s N   X X X  входят: sX  – вектор ошибок оценивания параметров БИНС; , 1...i i NX  – 

векторы ошибок оценивания параметров N визуальных признаков. Вектор оценок параметров 

ВИНС 1...ˆ ˆ ˆ,
TT T

s N   x x x выражается через вектор их действительных значений 1...,
TT T

s N   x x x и 

вектор ошибок X  посредством некоторого оператора ретракции   [25]: ˆ  x x X . 
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Линеаризованная модель ошибок измерений, используемая в ББФК, описывает вектор невя-
зок iY  как линейную комбинацию шума измерений, ошибок параметров БИНС и ошибок пара-
метров расположения i-го признака: 

, 1...i iv i is s i i i N   ν X XY M H H ,                 (1) 
где (0, )i Iν N  – нормированный вектор шума измерений;  

ivM , isH , iH  – матрицы-параметры модели ошибок измерений. 
Линеаризованная модель динамики ошибок ВИНС в дискретном времени c шагом Δt , ис-

пользуемая в ББФК на этапе прогноза, определяет изменение ошибок за время Δt : 
,

, 1... ,
s s s ws s

i i i is s i w i i ws s i N

 

   

X F X M w

X F X F X M w + M w


               (2) 

где sX


, iX


 – ошибки после этапа прогноза sX  после этапа прогноза (временные индексы упу-
щены для улучшения читаемости);  

(0, )s INw  , (0, ), 1...i I i NNw   – нормированные векторы динамического шума, 

 cov , 0i s w w ,  cov , 0i j w w  при j i ; 

, , , , ,s ws i is i w i wsF M F F M M  – матрицы-параметры модели динамики ошибок. 
1.2. Право-инвариантная ошибка на группе SE(3) 
В ВИНС оценивание положения подвижного объекта в опорной системе координат hr  осу-

ществляется с использованием измерений БИНС и СТЗ в связанных с подвижным объектом осях, 
что приводит к нелинейной зависимости между ошибками положения и ориентации. При линеа-
ризации относительно этих ошибок матрицы Якоби для ошибок ориентации зависят от радиус-
вектора положения, который известен с погрешностью; неточность расчетных матриц Якоби 
приводит к ложной наблюдаемости [3–5]. 

Решением данной проблемы является линеаризация относительно право-инвариантных оши-
бок положения ориентации [10, 17]. 

Рассмотрим группу специальных евклидовых преобразований SE(3), элементы которой опи-
сывают ориентацию и положение твердого тела и могут быть представлены в виде блочных мат-
риц перехода 44: 

3

1 3
3 ,, (3), ( ),

0 1
hb h

hb hb hb hT T SE SO


 
    
 

C r
C r                (3) 

где hbC  – матрица перехода из опорной СК в связанную с подвижным объектом СК (ССК). 

Право-инвариантная ошибка оценки матрицы перехода ˆ (3)hbT SE  определяется следующим 
образом: 

 T T (3)
1

1 3 1 3

δˆη , η (3)
0

ˆ ˆˆ exp δ
1 0 1

SO
R Rhb hb h hb hb h h

hb hb
hT T SE

 

   
         

   

C C r C C r rφ ,        (4) 

где 
1 3

ˆ ˆˆ
0 1

hb h
hb

C rT


 
   
 

; ˆδ δh h hb h r r C r ,  (3) Tˆδ log hh
SO

b hbC Cφ . 

В вектор ошибок фильтра право-инвариантная ошибка включается посредством 6-мерного 
векторного представления ξ  в касательном пространстве se(3). Касательное пространство связа-
но с группой экспоненциальным преобразованием:  

   ) 1ξ (3)

ξ

(3
δ

η δ , δ δ , (3),
δ

log
T

l

T
SE SOR T

h h hJ
   

     
   

      
r

r
ξ φ ξ

φ
φ se          (5) 

     (3)(3)
(3)

3 1

ξ ξ ξ ,
exp δ δ δ

exp η
0 1

SOSO
lSE RJ



 
  
 
 

rφ φ
ξ              (6) 

где  (3) .SO
lJ  – левый якобиан SO(3). 
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Так как ξδ δ hφ φ , и ξδ δ (|| (δ )δ ||) δh h h ho S  r r r rφ , то модели, линеаризованные относи-

тельно параметров ξ  и ηR ,совпадают. 
Линейные модели ошибок с гауссовской аппроксимацией плотности вероятности формули-

руются именно в se(3) – в векторном пространстве, где они корректны с точки зрения геометрии.  
Группа SE(3) может быть расширена за счет рассмотрения дополнительных векторов в опор-

ной СК, таких как вектор скорости подвижного объекта, радиус-векторы положения визуальных 
признаков. На дополнительные векторы распространяются все те же правила преобразования, 
что и на hr . 

1.3. Нелинейные математические модели ВИНС 
Введем вектор параметров БИНС со следующим порядком компонентов: 

16 1 4 1 3 1 3 1 3 1 3 1 ,
TT T T T T

s hb h h gyr acc     
   q r v b bx               (7) 

где hbq  – кватернион перехода из опорной СК в ССК;  

hr , hv  – векторы положения и скорости подвижного объекта в опорной СК;  

gyrb , accb  – смещения нуля ДУС и акселерометра соответственно. 
Здесь и далее принято, что ось OZh опорной СК направлена по местной вертикали в точке 

расположения ее центра; с поворотом вокруг оси OZh свяжем угол рыскания. 
Модели измерений трехосевых ДУС gyrω  и акселерометра accn учитывают смещения нуля и 

белый шум измерений: 
 3 1 ω 3 1, ,T T

gyr hb h gyr acc hb h h acc n       C b ν n C a g b νω ω            (8) 

где ( )hb hbCC q  – матрица перехода из опорной СК в ССК;  

hω , ha , hg  – векторы угловой скорости, линейного ускорения и гравитационного ускорения 
в опорной СК соответственно;  

ων , nν  – белые гауссовы шумы измерений. 
Инерциальные оценки рассчитываются путем интегрирования уравнений БИНС: 

   ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 2 , , ,hb hb gyr gyr h hb acc acc h h h     q q ω b v C n b g r v              (9) 

где hr , hv – векторы положения и скорости подвижного объекта в опорной СК. 

Измерения СТЗ представляют собой однородные координаты CV
iq  проекции i-й опорной 

точки на плоскость изображения видеокамеры, чему соответствует следующая нелинейная мо-
дель измерений: 

      2 1 ( , , ) : π , , π . π (.) ,CV CV T i c CV T
i s i i c hb h h b i c bch      q C r r d Cx x ν ν        (10) 

где CV
iν  – дискретный белый шум измерений;  

bсC  – матрица перехода из ССК в СК камеры;  
c
bd  – вектор положения центра СК камеры в ССК; 

1 2 3π( ) ,
T

c c c c   l l l l
 
– функция проецирования на плоскость zc = 1. 

Модель измерений по опорным точкам с параметризацией обратной глубины. При па-
раметризации обратной глубины [12] радиус-вектор положения i-й опорной точки в опорной СК 
выражается как: 

1 ,
ρ

с ii i
h hh i r r m   (idp)

3 1 3 1 1 17 1 , ,ρ
Tc i T i T i

i h h  
   r mx ,  (idp)1...i N ,         (11) 

где с i
hr  – радиус-вектор центра СК камеры в момент первого наблюдения i-й опорной точки;  

i
hm  – вектор направления на i-ю опорную точку в момент ее первого наблюдения;  
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ρi  – обратная глубина положения i-й опорной точки вдоль луча, исходящего из точки с i
hr  

вдоль i
hm ;  

(idp)
ix  – вектор параметров обратной глубины. 

Запишем на основе (10) и (11) выражение для измеренных СТЗ однородных координат точки 
с параметризацией обратной глубины: 

  π ρ ,с ii T c T i CV
i c hb h b hb h ih

      q C r r d C m ν .           (10а) 

Аргумент функции проецирования  π .с  в (10а) был домножен на скаляр ρi , что не меняет 

ее значения, но позволяет повысить устойчивость при ρ 0i   [12]. 
Модель измерений по опорным маркерам. СТЗ производит распознавание квадратного 

опорного маркера, идентифицирует его ID и определяет однородные координаты qi CV, i = 1…4, 
проекций его 4 угловых точек на плоскость изображения (рис. 1а). 

 

 
а)             b) 

Рис. 1. Измерения СТЗ по опорным маркерам:  
а – однородные координаты углов маркера; b – использование в P3P 

Fig. 1. CV measurements using fiducial markers:  
a – homogeneous coordinates of the marker corners; b – use in the P3P 

 
Поскольку длина стороны маркера заранее известна, положение и ориентация маркера отно-

сительно монокулярной видеокамеры могут быть оценены по единственному изображению при 
помощи алгоритма perspective-3-point (P3P) [26]. P3P-оценка матрицы перехода 3ˆ (3)P P

cmT SE , 
описывающей положение и ориентацию маркера относительно камеры, находится из условия 
совпадения расчетных и измеренных проекций его трех угловых точек 1

cr , 2
cr , 3

cr  (рис. 1b): 

 
3

1:3,1:4
ˆπ ,1 , 1...3,

Ti CV P P i T
mcmT i       

q r               (12) 

где i
mr  – координаты угловых точек маркера в СК маркера. 

Задача P3P может иметь до четырех различных решений; выделение одного решения произ-
водится по критерию минимальности ошибки перепроектирования неиспользованной точки 4

cr . 

Зная 3ˆP P
cmT , а также положение и ориентацию маркера в опорной СК, можно оценить поло-

жение подвижного объекта в опорной СК. Введем векторы параметров маркеров:  
(mrk) (mrk)

7 1 4 1 3 1 , 1... ,
Tm TT

m hm h m N  
   q rx               (13) 

где hbq  – кватернион перехода из опорной СК в СК m-го маркера;  
m
hr  – вектор положения m-го маркера в опорной СК. 
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1.4. Выбор параметризации моделей ошибок 
Введем вектор ошибок БИНС sX , включающий право-инвариантные ошибки (5): 

15 1 ξ 3 1 ξ 3 1 ξ 3 1 3 1 3 1δ δ δ δ δ .
TT T T T T

s gyr acc     
   r v b bX φ            (14) 

Будем рассматривать вектор ошибок i-й опорной точки с параметризацией обратной глубины 
следующего вида: 

(idp)
3 1 3 1 1 17 1 ξ ξδ ,δ ,δρ

Tc i T i T i
i   

   r mX ,               (15) 

где 1
ξ (δ )

δ δ
h

с i с i
hl

J r r
φ

;  

1
ξ (δ )

δ δ
h

c i c i
hl

J m m
φ

;  

ˆδ δc i c i c i
hbh h h r r C r  – право-инвариантная ошибка оценки с i

hr ;  

ˆδ δc i c i c i
hbh h h m m C m  – право-инвариантная ошибка оценки с i

hm ;  

δρi  – ошибка оценки обратной глубины ρi .  
Выбранный вектор ошибок имеет размерность 7, что превышает стандартную для точек с па-

раметризацией обратной глубины размерность (6 компонент) [12], зато, как будет показано ниже, 
данный выбор обеспечивает консистентность. Кроме того, при применении в ББФК увеличение 
размерности вектора состояния не так критично, как в стандартной реализации ОФК, в связи с 
линейной вычислительной сложностью ББФК. Также после уменьшения начальной неопреде-
ленности оценки параметров обратной глубины могут быть сконвертированы в оценку радиус-
вектора положения, имеющую 3-мерный вектор ошибок: 

(dec) 1
ξ3 1 (δ )

δ δ ,
h

i i
hi l

J 
  r r

φ
X                   (16) 

где ˆδ δi i i
h h hb h r r C r  – право-инвариантная ошибка оценки положения i-й опорной точки в опор-

ной системе координат. 
Выберем параметризацию ошибок положения и ориентации опорного маркера. Параметри-

зация, рассмотренная в статье [20], использует представление для право-инвариантной ошибки 
положения, аналогичное (16), что обеспечивает консистентность при инициализации положения 
маркера по относительными измерениями в ССК подвижного объекта. В нашем случае маркеры 
служат ориентирами с заранее заданными оценками положения в опорной системе координат, 
независимыми от оценок положения подвижного объекта. Поэтому удобнее использовать другую 
параметризацию, в которой право-инвариантная ошибка определена независимо от ориентации 
подвижного объекта: 

6 1 3 1 3 1ξξ
ξ δ , δ ,mm

T
m T m Tm

m   
     

rX φ                (17) 

где ξm =  (3) 1ˆlogSE
hm hmT T  , )ˆ (3,hm hm SET T   – оценочное и действительное значение матрицы пе-

рехода, описывающей положение и ориентацию маркера в опорной СК. 
Оператор ретракции. Для улучшения читаемости рассмотрим ВИНС с одним визуальным 

признаком каждого типа: 
(dec) (idp) (mrk)
1 2 3, , ,T T TT

s   x x x x x .                (18) 

Приведем выражения для оператора ретракции, в соответствии с которым вектор ошибок 
ВИНС X  вводится в вектор оценок параметров ВИНС ˆ  x x X : 
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     
   

   

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

(dec) 1 1
ξ ξ ξ1

2 2 2 2(idp) 2
ξ ξ ξ ξ2 ξ ξ

(δφ )δˆ , δ (δφ ) (δφ) δ , δ (δφ ) (δφ ) δ ,

δ , δ ,

ˆ δ (δφ ) (δφ ) δ ,

ˆ δ (δφ ) (δφ ) δ , δ (δφ ) (δφ ) δ ,ρ δ

T TT
s hb h l h l

TT T
gyr gyr acc acc

h l

T Tc c c c
l lh h

C J C J

C J

C J C J

      
  

   

       

q q r r v v

b b b b

r r

r r m m

x

x

x



   

2

(mrk) 3 3 3 3 3
ξ ξ ξ ξ3

ρ ,

ˆ δ (δφ ) , δ (δφ ) (δφ ) δ ,

T

TTT
hb h lC J




     
q q r rx 

   (19) 

где δ (δφ) cos(|| δ || 2),sin(|| δ || 2) || δ || δ ;
TT 

 q = φ φ φ φ  
(3)δ (δφ) exp (δφ)SOC  . 

Выражения (19) используются при вводе поправок, вычисленных фильтром на этапе коррек-
ции: ˆ ˆ x x KY . 

1.5. Линеаризованные математические модели ВИНС 
Модель ошибок измерений по опорным точкам с параметризацией обратной глубины. 

Получим по (10а) линеаризованное выражение для невязки между измерением и прогнозом 
ˆi i iq qY = : 

 ξ ξ ρξ
ˆ ˆˆ ˆπ ρ δ δ δ π δρ ,с iCV T i i i

i i c hb c
        C r r m lY ν             (20) 

где 
2

1 33
2

3 2 3

ˆ ˆˆ 01ππ π , π ;ˆˆ ˆ ˆ10
c ccT

с bc
cс с c c

                 

l ll
C

ll l l l
 

  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆρ ,с iT i T c T i
c bc hb h b hb hh

     l C C r r d C m ;  ρ̂
ˆ ˆ ˆс iT c

hb h bh
    l C r r d . 

Запишем матрицы-параметры модели измерений ББФК (1): 

ivM  = 2 2σCV  I , 2 3 2 9ˆ0 , ρ , 0i
is im    H H , ρ̂ρ̂ , , πi

i im im c   lH H H ,       (21) 

где ˆπ T
im c hb  CH . 

Свойство консистентности для модели ошибок измерений можно формализовать как нечув-
ствительность матрицы ковариации невязок измерений iY  к ненаблюдаемому единичному сто-
хастическому преобразованию параметров ВИНС [3], т. е. (I) к равному случайному смещению 

 0,u uss N Ρ  всех радиус-векторов положения признаков; (II) к равному повороту всех векто-

ров в опорной СК на случайный угол  2
ψψ 0,σu uN  вокруг вектора гравитационного ускорения 

g (т. е. повороту по углу рыскания).  
Для предложенной модели нечувствительность к us  выполняется в связи с тем, что в (20) 

входит только разность радиус-векторов; нечувствительность к ψu  выполняется в связи с не-
чувствительностью матриц ковариаций право-инвариантных ошибок векторов к ошибке пово-
рота: 

       
δ 3 3

ˆδ ψ δ ψ ψ ψ (|| ψ ||) 0,

0 ,
h

h h u hb u h h u h h u h uS S o



             
 l

l l C l l k l l k l

P
      (22) 

где , δh hl l  – вектор в опорной СК и его право-инвариантная ошибка;  
k – орт оси OZh;  
 .S  – кососимметрическая матрица векторного умножения. 

Дополнительно следует отметить, что матрицы Якоби модели (20) нечувствительны к детер-
минированным ненаблюдаемым преобразованиям сдвига и поворота. 
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Модель ошибок измерений по опорному маркеру. Введем право-инвариантную ошибку 
P3P-оценок: 

  13 (3) 3
ξξ

ˆlog δ , δ .CVCV

T
P P SE P P T T

cm cmT T       
rξ φ             (23) 

Линеаризовав (12) относительно 3P Pξ  и шума измерений СТЗ CVv  в предположении малости 
этих величин, получим следующее выражение: 

3
1 2 3, , , ,

TCV P P T T T     v A ξ A А А А   1 2 3, , ,
TCV CV T CV T CV T   v v v v        (24) 

где   3ˆπ ,i i
i cS    r IА ;  6~ 0, σ .CV CVν IN  

Сформируем вектор невязок таким образом, чтобы обеспечить для модели ошибок измере-
ний по опорному маркеру линейность по право-инвариантной ошибке ξ  подвижного объекта. 
Это требуется, так как в рамках рассматриваемого сценария применения ВИНС ошибка ξ  может 

быть велика. Ошибки оценок расположения маркера mξ  и P3P-оценок 3P Pξ  можно считать ма-
лыми. 

Рассмотрим групповую невязку χ (3)SE  между P3P-оценками и оценками расположения 
подвижного объекта и маркера: 

 
113 (3) (3) 3

ˆ
ˆ ˆχ exp Ad

hc

P P SE SE P P
hc cm hm r T

T T T J
         

ξ ξ

 
   1(3) 3 ,mmSE P P

rJ o
       

ξ ξ ξ ξ ξ               (25) 

где  
3 3

ˆ

ˆ 0
Ad ˆ ˆˆhc

hc
cT
h hcS

 
 
 
 

С

r С С
;  

 
   

(3)
ξ 3 3(3)

(3)
ξ

δ 0

δ

SO
rSE

r SO
r

J
J

Q J


 
 
 
 

ξ
φ

φξ
 – правый якобиан SE(3), 

 (
6

3) (|| ||)SE
rJ o ξ ξI . 

В качестве вектора невязок mY  будем использовать вектор  (3)log χSEy , домноженный на 
матрицу, обеспечивающую декорреляцию ошибок P3P-оценок в соответствии с моделью (24): 

 1 1ˆ ˆAd Ad .
hc hc

CV
m l l mT T 

        
Y A A ξ ξ J y v J             (26) 

где    (3)
3 6, 0,0, ,..., TSE

l rJ  J y yξ ξ   – при первой коррекции по маркеру; 6l J I  – при по-

следующих коррекциях по маркеру. 
Такая декорреляция позволяет избежать необходимости обращения матрицы A, которая мо-

жет вырождаться при некоторых положениях маркера относительно камеры. Учет lJ  позволяет, 
не прибегая к итеративному оцениванию [27], повысить точность линеаризованной модели век-
тора невязок в условиях значительных ошибок оценок угла рыскания и координат в опорной СК 
подвижного объекта при первом наблюдении маркера. 

Отметим, что при стремлении mξ , 3P Pξ  к нулю y  стремится к ξ , обеспечена линейность по ξ .  
Запишем матрицы-параметры модели измерений ББФК (1): 

ivM  = 6σCV  I ,  6 9, 0is i  H H ,  1ˆAd
hc

i lT
 JH A  .           (27) 

Консистентность модели (26), эквивалентная нечувствительности к равному стохастическо-

му преобразованию  1ξ ψ , ψ
TT T

u u ulJ    k k s  положения и ориентации подвижного объекта и 

маркера, обеспечивается тем, что в модель входит только разность m ξ ξ . Отметим, что матрицы 
Якоби модели (26) нечувствительны к детерминированному ненаблюдаемому преобразованию в 
линейном приближении. 
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Модель динамики для право-инвариантных ошибок ВИНС. Использование дополни-
тельных типов визуальных признаков – опорных точек с параметризацией обратной глубины и 
опорных маркеров – потребовало расширения модели динамики ВИНС с право-инвариантной 
ошибкой, рассмотренной в [15]. Сформированная модель описывает динамику ошибок парамет-
ров БИНС и ошибок параметров положения для используемых типов признаков. Приведем мат-
рицы динамики ошибок БИНС в обозначениях ББФК (2): 

 
   

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 15

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
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0 0 , Δ ,
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h h hb hbs s s

m gyr

m acc

S
S S t

T

T

   

   

 
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 
 
 
    
  
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C
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g v C C
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A F I A
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      (28) 
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  

C

r C

v C CM           (29) 

где Δt  – шаг по времени; hω , hg  – векторы угловой скорости и ускорения свободного падения в 
опорной СК; m gyrT , m accT  – значения времени корреляции для смещений нуля ДУС, акселеро-

метра, а также для ошибки синхронизации БИНС и СТЗ; σ , σb gyr b acc  – СКО входного шума 
формирующих фильтров для смещений нуля ДУС, акселерометра. 

Формирующие фильтры для смещений нуля инерциальных датчиков настроены на экспо-
ненциально-коррелированный процесс: 

Δ Δσ σ 2b m
m m

t t
T T

 
  

 
,                  (30) 

где σm  – СКО экспоненциально-коррелированного процесса. 
Приведем матрицы динамики признаков в обозначениях (2).  
1. Для опорных точек с параметризацией декартовыми координатами: 

   3 9 3 3 3 9

(dec)
3 3 1

Δ0 , Δ , 0 , , 0 ,

, 0 , 1... .

ARW
i i

is h hb i ws h hb
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F M

F I M

r C r C
        (31) 

2. Для опорных точек с параметризацией обратной глубины: 
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3. Для опорных маркеров: 
(mrk)

6 6 15 6 12 6 1, 0 , 0 , 0 , 1... .m ms m ws m w m N      F I F M M          (33) 
Свойство консистентности для моделей динамики эквивалентно отсутствию динамики для 

ненаблюдаемого стохастического преобразования параметров ВИНС. Для этого должно обеспе-

чиваться 1 9 15 1,0 0
TT

s u     A ξ , что выполнено, так как   ψ ψ 0h u uS g   g k k k . 
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2. Тестирование ББФК-ВИНС с разработанными моделями  
2.1. Условия моделирования 
Моделирование производится в среде MATLAB, отслеживание опорных точек на виртуаль-

ной текстурированной сцене реализовано на основе KLT-трекера. Рассмотрим параметры моде-
лирования. Инерциальные датчики. Случайное блуждание угла ДУС 0,015 / cARW   , экс-
поненциально-коррелированный шум ДУС с параметрами σ 0,05 / сm gyr   , 20 сm gyrT  . Слу-

чайное блуждание скорости акселерометра 0,03 м /с cVRW  , экспоненциально-коррелирован-

ный шум акселерометра с параметрами 2σ 0,00015 м / сm acc  , 20 сm accT  . Техническое зре-
ние. СКО шума однородных координат проекции опорной точки на плоскость кадра CVnoise = 0,003. 
Разрешение кадров: 1920×1080. Дисторсия кадров не моделируется. Максимальное число отсле-
живаемых точек Nmax = 300. Частота работы. БИНС – 400 Гц, СТЗ – 20 Гц. Параметры траек-
тории и движения. Спуск с высоты H0 = 20 м до высоты H1 = 2 м с максимальной скоростью 2 м/c 
при воздействии случайных динамических возмущений. В верхнем и нижнем положениях – зави-
сание над сценой. Движение продолжается 15 с. Начальные ошибки навигационных парамет-
ров. Ошибка по углу тангажа 0 = –0,1, ошибка по углу крена 0 = 0,1. Ошибки остальных 
параметров нулевые. 

2.2. Тестирование ББФК-ВИНС с отслеживанием опорных точек 
Произведем численное моделирование работы ББФК-ВИНС при использовании парамет-

ризации обратной глубины и разработанных моделей динамики и измерений, сформулиро-
ванных относительно право-инвариантных ошибок ВИНС. Чтобы подчеркнуть устойчивость 
параметризации обратной глубины к параметрической неопределённости, для всех точек бу-
дем использовать одни и те же начальные значения обратной глубины и ее СКО: 0ρ 0,5 , 

ρ0σ 1 . 
Результаты численного моделирования позволят проверить как корректность реализации 

разработанных моделей ошибок, так и работу ББФК при их использовании. Будем варьировать 
число главных компонент en , используемых в ББФК при аппроксимации корреляционной мат-
рицы ошибок оценок. 

Для оценок координат (pos), скорости (vel), ориентации (att) построим графики среднеквад-
ратических ошибок при заданных en , нормированные на ошибку ОФК (рис. 2а), а также графики 
нормированного среднеквадратического расхождения между оценками при заданных en  и оцен-
ками стандартного ОФК (рис. 2b).  

 

  
а) b) 

Рис. 2. Зависимость от en  значений нормированных: а – среднеквадратических ошибок;  
b – среднеквадратических расхождений относительно оценок ОФК 
Fig. 2. Dependence on en  of the normalized values of: a – RMS errors;  

b – RMS deviations relative to the EKF estimates 
 
Как видно из графиков на рис. 2а, b, наблюдается сходимость оценок ББФК к оценкам ОФК  

с ростом en . При ne > 30 расхождение менее 0,5 %, при ne > 50 расхождение менее 0,05 %. Сред-
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нее время вычислений одной итерации ББФК (шаг прогноза + шаг коррекции) составило 43 мс 
(при ne = 100 и N = 300), что примерно в 35 раз меньше времени вычислений ОФК при данном 
значении N. RMSE для ОФК составили: для координат – 0,07 м, для скорости – 0,015 м/c, для 
ориентации – 0,16. Накопленная за время моделирования ошибка позиционных координат в го-
ризонтальной плоскости составила 0,054 м, ошибка высоты – 0,073 м.  

Проверим, что расчетные СКО фильтра не занижены. На рис. 3 представлено отношение 
фактической ошибки к расчетному значению 3 для оценок координат, скорости и ориентации, 
при различных значениях ne. 

 

 
Рис. 3. Отношение ошибок оценок к расчетным значениям 3 при заданных значениях en  

Fig. 3. Ratio of estimation errors to the computed 3σ values for given values of en  

 
Как видно из данных рис. 3, отношение фактических ошибок оценок к расчетным значениям 

3 меньше единицы, что соответствует правильной работе комплексирующего фильтра. При 
этом при малых значениях ne это отношение меньше, чем при больших ne, что объясняется кон-
сервативностью расчетных значений СКО.  

2.3. Тестирование ББФК-ВИНС с отслеживанием опорного маркера 
Разместим на поверхности сцены опорный маркер со стороной 0,5 м с известным расположе-

нием. Отслеживание опорных точек временно отключим. Изменим начальные условия модели-
рования из предыдущего пункта, задав ненулевыми начальные ошибки оценок позиционных ко-
ординат угла рыскания подвижного объекта:  

 0Δ 1,1, 0.5 м, Δψ 40Tr     .                (34) 

Начальные оценки расположения маркера выберем следующие: 

 

  
0

(3)
0 3

ˆ 0,0,0 ,

ˆ exp 5,6,0 π 180 , .

Tm m
h h

TSO
hm hm hmС

 

   

r r

С С I
            (35) 

В соответствии с (35) ориентация маркера относительно вертикали известна не точно.  
Произведем моделирование. На рис. 4–6 представлены действительные и оценочные пара-

метры положения и ориентации подвижного объекта и маркера, а также расчетные диапазоны 3, 
построенные в соответствии с параметрами ковариации комплексирующего фильтра. 

Ошибки оценок рис. 4–6 укладываются в расчетные диапазоны 3, что подтверждает кор-
ректную реализацию модели ошибок.  
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Рис. 4. Оценивание координат при коррекции по опорному маркеру 

Fig. 4. Pose estimation during correction using a fiducial marker 
 

 
Рис. 5. Оценивание углов Эйлера при коррекции по опорному маркеру 
Fig. 5. Estimation of Euler angles during correction using a fiducial marker 

 

 
Рис. 6. Оценивание углов наклона нормали маркера при коррекции по опорному маркеру 

Fig. 6. Estimation of the marker normal orientation angles during correction using a fiducial marker 
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2.4. Тестирование ББФК-
Разместим на поверхности сцены два опорных маркера со стороной 0,5

положением, будем отслеживать на кадрах до 300 опорных точек (рис.
 

Рис. 7. Кадр сцены с отслеживаемыми опорными точками и опорными маркерами 
при моделировании спуска подвижного объекта

Fig. 7. Scene frame with tracked point features and fiducial markers 

 
До 7-й секунды моделирования 

кам, после – по опорным точкам и маркерам. На рис.
оценочные параметры положения и ориентации подвижного объекта, а также расчетные ди
пазоны 3, построенные в соответствии с параметрами ковариации комплексирующего 
фильтра. 

Как видно из рис. 8, 9 сброс начальной неопределенности оценок позиционных координат и 
угла рыскания происходит только по данным маркера с известным положением, что свидетельс
вует о том, что разработанные модели ошибок обеспечивают консистентность рекуррентного 
фильтра ВИНС.  

 

Рис. 8. Оценивание координат при коррекции по опорным точкам и опорным маркерам
Fig. 8. Pose estimation during correction using point features and 
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-ВИНС с отслеживанием опорных точек и опорных маркеров
Разместим на поверхности сцены два опорных маркера со стороной 0,5

положением, будем отслеживать на кадрах до 300 опорных точек (рис. 7). 

. Кадр сцены с отслеживаемыми опорными точками и опорными маркерами 
при моделировании спуска подвижного объекта 

Scene frame with tracked point features and fiducial markers 
during simulation of the vehicle descent 

й секунды моделирования будем использовать коррекцию только по опорным то
по опорным точкам и маркерам. На рис. 8, 9 представлены действительные и 

оценочные параметры положения и ориентации подвижного объекта, а также расчетные ди
, построенные в соответствии с параметрами ковариации комплексирующего 

сброс начальной неопределенности оценок позиционных координат и 
угла рыскания происходит только по данным маркера с известным положением, что свидетельс
вует о том, что разработанные модели ошибок обеспечивают консистентность рекуррентного 

. Оценивание координат при коррекции по опорным точкам и опорным маркерам
Fig. 8. Pose estimation during correction using point features and fiducial markers

Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
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точек и опорных маркеров 
Разместим на поверхности сцены два опорных маркера со стороной 0,5 м и с известным рас-

 
. Кадр сцены с отслеживаемыми опорными точками и опорными маркерами  

Scene frame with tracked point features and fiducial markers  

будем использовать коррекцию только по опорным точ-
представлены действительные и 

оценочные параметры положения и ориентации подвижного объекта, а также расчетные диа-
, построенные в соответствии с параметрами ковариации комплексирующего 

сброс начальной неопределенности оценок позиционных координат и 
угла рыскания происходит только по данным маркера с известным положением, что свидетельст-
вует о том, что разработанные модели ошибок обеспечивают консистентность рекуррентного 

 
. Оценивание координат при коррекции по опорным точкам и опорным маркерам 

fiducial markers 
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Рис. 9. Оценивание углов Эйлера при коррекции по опорным точкам и опорным маркерам 

Fig. 9. Estimation of Euler angles during correction using point features and fiducial markers 
 
Заключение 
Разработаны математические модели для монокулярной ББФК-ВИНС с опорными точками с 

параметризацией обратной глубины и опорными маркерам типа Aruco, используемыми в качест-
ве ориентиров. Модели сформулированы относительно право-инвариантных ошибок, что позво-
лило устранить ложную наблюдаемость ошибок оценивания абсолютных позиционных коорди-
нат и угла рыскания, обеспечить оценивание в условиях большой начальной неопределенности 
оценок. Алгоритм ББФК продемонстрировал эффективность в применении к ВИНС с разрабо-
танными моделями ошибок, формируя оценки, близкие к оценкам ОФК, но при существенно 
меньшем времени вычислений. Эти свойства подтверждены в рамках численного моделирования 
работы ВИНС на этапе посадки, использующей данные KLT-трекера опорных точек и детектора 
Aruco-маркеров. Перспективы дальнейшей работы связаны с рассмотрением более сложных и 
продолжительных сценариев движения. 
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