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Введение 
Как известно [1], многие физические свойства кристаллов определяет «тонкая структура» их 

энергетических спектров. Так как энергетические спектры кристаллов недоступны прямому из-
мерению, то для их косвенного определения используют экспериментальные данные о теплоем-
кости. Связь фононного спектра кристалла с его теплоемкостью, зависящей от температуры, опи-
сывается интегральным уравнением первого рода [1]. Поскольку задача численного решения та-
кого уравнения сильно неустойчива, то это осложняет определение «тонкой структуры» фонон-
ного спектра кристалла. Как следует из работы [2], применение известных методов регуляриза-
ции заглаживает «тонкую структуру» энергетического спектра кристалла. В настоящей работе 
предложена двойная регуляризация, позволяющая получить равномерное приближение фононно-
го кристалла, а также оценку погрешности этого приближения. 

 
1. Постановка задачи  
Связь энергетического спектра бозе-системы с ее теплоемкостью, зависящей от температуры, 

описывается интегральным уравнением первого рода 
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; ( )C   – теплоемкость системы; kT ; T  – абсолютная температура;  

k  – константа, определяемая системой, а ( )n   – спектральная плотность [1]. 
Обозначим через H действительное пространство измеримых на [0, )  функций ( )f x  с 

нормой, определяемой формулой 
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При математическом моделировании многих процессов и явлений, происходя-
щих в природе и обществе, приходится сталкиваться с задачами, не удовлетворяю-
щими условиям корректности Адамара. Основной трудностью решения таких задач 
является то, что их математическая модель и метод должны быть увязаны друг с 
другом. Задачи, не удовлетворяющие условиям корректности, получили название 
некорректно поставленными и основы теории моделирования и решения таких за-
дач были заложены в трудах академиков А.Н. Тихонова, М.М. Лаврентьева и член-
корр. РАН В.К. Иванова. 

Настоящая статья посвящена исследованию и решению обратной задачи физи-
ки твердого тела. Данная задача является некорректной. При оценке погрешности 
методов решения некорректно поставленных задач приходится сталкиваться с 
трудностью, связанной с неопределенностью точного решения, поэтому необходи-
ма разработка новых эффективных методов решения обратных задач физики твер-
дого тела, оценки их эффективности и разработки на их основе программ для чис-
ленного решения соответствующих задач. В статье рассматривается двойная регу-
ляризация, позволяющая получить равномерное приближение фононного кристал-
ла, а также оценку погрешности этого приближения. 
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Предложим, что при 0 ( )( ) CC H
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уравнения (1), которое единственно и удовлетворяет соотношению 0 ( ) ,rn G   где  
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а число r  предполагается известным, '( )n   обобщенная производная Соболева от функции ( ),n 

но вместо точного значения правой части 0 ( )C 


 уравнения (1) известны некоторое приближение 
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0( ) ( )
,

H

C C  
  

 
                    (4) 

где H определено в (2). 
Кроме того, предположим, что существует число 0 0   такое, что для любого 0    
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 удовлетворяющим соотношениям (3)–(5), 

определить приближенное решение 0( ) [0; ]n C     уравнения (1) и оценить его уклонение от 
точного решения в метрике 
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2. Метод регуляризации А.Н. Тихонова первого порядка 
Метод регуляризации А.Н. Тихонова первого порядка [3] заключается в сведении уравне-

ния (1) к вариационной задаче 
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где 1[0, ]H    гильбертово пространство, определяемое нормой 
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В [3] доказано, что для любых значений ( )C H 



 и 0   существует единственное решение 

( )n   вариационной задачи (7). 
Для определения параметра   в задаче (7) используем принцип невязки [4], который сводит-

ся к решению уравнения 
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относительно .   
В работе [4] доказано, что при выполнении условия  
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уравнение (8) имеет единственное решение ( , ),C   а в [5], что при выполнении условия 4 r   
справедлива оценка 
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Из (5) и (9) следует, что 
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В решениях 0 ( )n   и ( , ) ( )Cn  
   сделаем замену переменных, обозначив через x  величину 
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Из (10)–(12) следует, что 
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При этом условии (3) перейдет в следующее 
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Теперь оценим норму 1
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Из неравенства Коши – Буняковского следует, что 
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Из (16) и (17) следует, что 
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а из (15) и (19), что 
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3. Решение задачи восстановления непрерывной функции,  
заданной со среднеквадратичной погрешностью 
Из (14) и (20) следует, что нашу задачу свели к известной задаче восстановления непрерыв-

ной функции, заданной с погрешностью в пространстве 2[0,1].L  
В дальнейшем введём обозначения 
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Предположим, что неизвестная функция 0 ( ) [0,1]u x C  и удовлетворяет условию 
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Для решения данной задачи используем метод усредняющих функций, описанный в [6]. 
Рассмотрим усредняющую функцию 
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По функции ( ),y  определенной (23), для любого 0h   зададим функцию  
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Теперь, используя функцию ( )h y , определим регуляризующее семейство  : 0hP h   линей-
ных ограниченных операторов, отображающих пространство 2[0,1]L  в [0,1]C  
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В одной из лемм, доказанных в [6, с. 47], следует, что для любого 0h  1 .hP
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Обозначим через 
1rM множество из пространства [0,1]C  и определяемое формулой 
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а через 0 ( )hu x  – функцию, определяемую формулой 
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Учитывая, что  
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Теперь, сделав замены, обратные (11) и (12), мы получим решение ( )n   уравнения (1)  
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Тогда из (6), (25) и (26) следует, что 
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At the mathematical modeling there are many problems, which do not satisfy the Ha-
damar’s conditions. The main difficulty in solving such problems is that mathematical 
model and method must be linked to one another. They got the name are ill-posed prob-
lems. The bases for the solution of such tasks were laid down in the works of academi-
cians A.N. Tikhonov, M.M. Lavrentiev, corresponding member V.K. Ivanov. 

This article is devoted to the study and solution of the inverse problem of solid state 
physics. The task is incorrect. When the error evaluation methods of the solution of ill-
posed problem is necessary, we have a difficulty associated with the uncertainly of the ex-
act solution. Therefore, to develop new effective methods of solution of inverse problems 
of solid state physics, assess their effectiveness and development of programs for numeri-
cal solution of this tasks are necessary. This paper describes double regularization , which 
allows to obtain uniform approximation of phonon crystal and estimate the error of this 
approximation. 

Keywords: regularization, integral equation, evaluation of inaccuracy, ill-posed 
problem. 
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