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Введение 

В последнее время приобретают большое значение вопросы математического моделирования 

нахождения собственных чисел и собственных функций возмущенных самосопряженных опера-

торов [1–3]. В работе В.А. Садовничего и В.В. Дубровского [4] впервые были высказаны идеи 

нового метода регуляризованных следов (РС) вычисления собственных чисел возмущенных дис-

кретных операторов. Метод РС активно развивался в работах С.И. Кадченко (например, [5]), где 

были получены вычислительно эффективные формулы нахождения собственных чисел дискрет-

ных полуограниченных снизу операторов. В дальнейшем в работах [6, 7] был разработан новый 

метод РС для вычисления значений собственных функций возмущенных самосопряженных опе-

раторов. 

Сложности, связанные с течением вязкой жидкости в линейной теории устойчивости, возни-

кают в связи с математической проблемой вычисления собственных чисел и значений собствен-

ных функций несамосопряженных операторов. Спектральная задача Орра
 
–

 
Зоммерфельда явля-

ется трудной задачей вычислительной математики, поэтому новый метод регуляризованных сле-

дов вычисления значений первых собственных функций возмущенных самосопряженных опера-

торов применим к этой задаче.  

 

1. Математическая модель плоскопараллельного течении вязкой несжимаемой жидкости 

Рассмотрим плоскопараллельное течение вязкой несжимаемой жидкости между двумя бес-

конечными параллельными плоскостями, которые могут быть неподвижными, а могут двигаться 

с постоянными скоростями, параллельно друг другу. Линеаризованное уравнение малых возму-

щений имеет вид: 

( )
2

2 2 2
2 2

2 2 2

d d d U
i R U c

dy dy dy

    
− α ϕ = α − −α − ϕ            
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Рассматривается математическая модель вычисления значений собственных 

функций оператора Орра
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Зоммерфельда. Используя метод регуляризованных сле-

дов, получены простые формулы, позволяющие находить значения первых собст-

венных функций возмущенных самосопряженных операторов. Разработанные алго-

ритмы позволяют, вычислять значения собственной функции возмущенного опера-

тора независимо от того, известны предыдущие значения собственной функции или 

нет. Получены оценки остатков сумм функциональных рядов «взвешенных» попра-

вок теории возмущений дискретных операторов, и доказана их сходимость. Для вы-

числительной реализации метода, найдены эффективные алгоритмы нахождения 

«взвешенных» поправок теории возмущений, используя которые можно прибли-

жать суммы функциональных рядов Рэлея
 
–

 
Шредингера нужным количеством чле-

нов. Проведенные численные эксперименты вычисления значений собственных 

функций задачи гидродинамической теории устойчивости показывают, что метод 

хорошо согласуется с другими известными методами (А.Н. Крылова и А.М. Дани-

левского). Метод регуляризованных следов показал свою надежность и высокую 

эффективность. 
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( )2 0,o o oT U T+ −β ϕ =                     (1) 

где 
2

2

2o

d
T

dy
= − + α ; 

2

2o o

d U
U i R UT

dy

 
= α +  

 
; i Rcβ = α  – комплексный спектральный параметр; 

2π
α =

λ
 – волновое число; λ  – длина волны возмущения [8]. Скорость основного течения вязкой 

жидкости в безразмерной форме запишем в виде [9]: 
* *

( ) 4 ( 1) , 0 1.c sU U
U y y y y y

U U
= − + ≤ ≤  Здесь 

sU  – скорость движения верхней плоскости относительно нижней, cU  – скорость в середине 

расстояния между плоскостями ( 1)y = , в случае, когда плоскости неподвижны; *

1
,

2
s cU U U= +  – 

характерная скорость основного течения, R  – число Рейнольдса [8]. 

При 0y =  и 1y =  выполняются условия прилипания вязкой жидкости на твердой поверхно-

сти [10]: 
( , , ) ( , , )

0,
x y t x y t

x y

∂ψ ∂ψ
= =

∂ ∂

ɶ ɶ
 из которых для функции ( )yϕ  получаем граничные условия:  

0,1
0,1

( )
( ) 0.

y
y

d y
y

dy=
=

ϕ
ϕ = =                    (2) 

Введем оператор 2
o o o oG T U T= + −β , заданный в сепарабельном гильбертовом пространстве 

2[0,1]L . К области определения 
oGD  оператора oG  отнесем все функции ϕ  класса 

4
4 1

24
(0,1) [0,1], [0,1]

d
C C L

dy

ϕ
∈∩ , удовлетворяющие граничным условиям (2):  

4
4 1

2 0,14
0,1

( )
(0,1) [0,1], [0,1], ( ) 0 .

oG y
y

d d y
D C C L y

dydy =
=

 ϕ ϕ = ϕ ϕ∈ ∈ ϕ = = 
  

∩  

Таким образом, при исследовании на устойчивость плоскопараллельного течения вязкой 

несжимаемой жидкости между двумя параллельными бесконечными плоскостями, приходим к 

спектральной задаче Орра
 
–

 
Зоммерфельда (1), (2) о нахождении значений собственных функ-

ций ( )yϕ .  

 

2. Метод регуляризованных следов 

Рассмотрим дискретный полуограниченный снизу оператор T и ограниченный оператор P, 

заданные в сепарабельном гильбертовом пространстве H с областью определения в D. Предпо-

ложим, что известны собственные числа 1{ }n n
∞
=λ  оператора T, занумерованные в порядке возрас-

тания их действительных величин, и ортонормированные собственные функции 1{ ( )}n nv x ∞
= , отве-

чающие этим собственным числам. Пусть собственные функции ( )nv x  образуют базис в H. Обо-

значим через 0n  количество всех собственных чисел nλ , которые лежат внутри окружности 
0nT  

радиуса 
0 0

0

1

2

n n

n

+λ + λ
ρ =  с центром в начале координат комплексной плоскости. Пусть 1{ }n n

∞
=µ  – 

собственные числа оператора T+P, пронумерованные в порядке возрастания их действительных 

частей, а 1{ ( )}n nu x ∞
=  – соответствующие им собственные функции. Если для всех 0n n≥  выпол-

няются неравенства 
1

2
1n

n n

P
q

+

= <
λ − λ

, тогда 0n  собственных функций оператора T+P будут яв-

ляться решениями системы уравнений [4]: 
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0 0
( ) ( )

0 0

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( , , )
n n t

pp p p
j jj j j j tk

j j k

u x u y v x v y n x y n x y
= = =

µ = λ + α + ε∑ ∑ ∑ .          (3) 

Здесь 

0

( )
0

( 1)
( , , ) [ ( , , ) ] ( , , ) ;

2 k

n

k
p p k

T k z T kk

T

n x y K x z P K z y d
i

−
α = λ λ λ λ

π ∫ o o  – k-е поправки теории возму-

щений к «взвешенной» спектральной функции оператора T+P целого порядка p; ( , , )TK x y λ  – 

ядро резольвенты ( )R Tλ  оператора T; ( )( , , ) ( , , ) ( , , ) .z

D

K P Q x y K x z P Q z y dzλ = λ λ∫o o  Через 

( ) ( )
0 0

1

( , , ) ( , , ),
p p

t m

m t

n x y n x y
∞

= +

ε = α∑  t N∀ ∈  обозначены остатки сумм функциональных рядов Рэлея – 

Шредингера. 

Правые части системы уравнений (3) явно выражаются через характеристики невозмущенно-

го оператора T и возмущающего оператора P, а «взвешенные» поправки теории возмущений 
( )

0( , , )p
k n x yα  вычисляются с помощью теории вычетов. Система уравнений (3) лежит в основе 

численного метода РС, позволяющего находить собственные функции возмущенных самосопря-

женных операторов. В следующей теореме получены формулы, удобные для нахождения «взве-

шенных» поправок теории возмущений ( )
0( , , )p

k n x yα . Доказательство теорем, приведенных в 

данном пункте, можно найти, к примеру, в работах [6, 7]. 

Теорема 1. Если T – дискретный полуограниченный снизу оператор, а P – ограниченный 

оператор, действующие в сепарабельном гильбертовом пространстве H и для всех 0n n≥  выпол-

няются неравенства 1nq < , тогда «взвешенные» поправки теории возмущений ( )
0( , , )p

k n x yα  для 

любых натуральных k, p, и 0n  находятся по формулам: 

0

11 1

1 1

( ) ( )
0 1 1

1 ,..., 1 1

( , , ) ( ) ( ) ( , ,..., )
k m m

k

n k
p p

jj k j jk k
n j j m

n x y v x v y r n j j V+ +
+

∞

+
= = =

α = −∑ ∑ ∏ ,          (4) 

где 
( )

1 1

1

1 1

1

0, , 1, 1;

1
lim , 1;

!

( , ,..., )

1
lim , 0 ;

( 1)!
( )

n

n

m

m

k
p

k

p
kk

l p

l k l

j

m

j n m k

d
l k

k d

r n j j

d
l k

l d

λ→λ

+

−

− − +λ→λ

=

 ∀ ≠ = +



λ = + λ
=  

 
λ  < ≤

  − λ
λ − λ 

   
∏

 

, ( , )i j i jV Pv v=  – скалярное произведение; l – число совпадений mj n= , 1, 1m k= + . 

В случае, если норма возмущающего оператора невелика, суммы функциональных рядов  

Рэлея
 
–

 
Шредингера достаточно приближать первыми «взвешенными» поправками теории воз-

мущений. Оценим остатки сумм функциональных рядов Рэлея
 
–

 
Шредингера. 

Теорема 2. Пусть T – дискретный полуограниченный снизу оператор, а P – ограниченный 

оператор, действующие в сепарабельном гильбертовом пространстве H. Если для всех 0n n≥  вы-

полняются неравенства 1nq < , то для остатков сумм функциональных рядов Рэлея
 
–

 
Шредингера 

( )
0( , , )p

t n x yε  оператора T+P справедливы оценки:  

0

00

0

1( ) 4
0 0( , , )

1

t
npp

t nn
n

q
n x y C S P

q

+ε ≤ ρ
−

. 
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Здесь 
0

0

0

2

1

1
sup ,

| |
i

n
i n i

i n

S
∞

λ =

≠

 
 
 =

λ − λ 
 
 

∑  0 sup ( )i
x D

C v x
∈

= , 1,i∀ = ∞ . 

Для нахождения собственных чисел nµ  удобно применять простые формулы, полученные 

методом регуляризованных следов (РС) в работе С.И. Кадченко [5]. Следующая теорема позво-

ляет найти значения произведений собственной функции ( )nu x  возмущенного оператора T+P на 

ее сопряженную ( )nu y  без непосредственного решения системы нелинейных уравнений (3), что 

значительно упрощает вычислительный процесс. 

Теорема 3. Пусть T – дискретный полуограниченный снизу оператор, а P – ограниченный 

оператор, действующие в сепарабельном гильбертовом пространстве H, с областью определения 

в D, и для любого 0n n≥  выполняются неравенства 1nq < , то значение произведения собствен-

ной функции ( )nu x  на ее сопряженную ( )nu y  можно найти по формулам: 

(1) (1) (1)

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , ),

t

n nn n n tk k
kn

u x u y v x v y n x y n x y n x y
=

 
 = λ + α −α − + ε  µ 

∑ ɶ        (5) 

где для (1) ( , , )t n x yεɶ  справедливы оценки: 

(1) 4 2
0 0

2
( , , ) , , 1, .

1

t

t n n
n

P q
n x y C S t N n n

q
ε ≤ ρ ∀ ∈ =

µ −
ɶ  

Здесь 

2

1

1
sup

| |
i

n
i n i

i n

S
∞

λ =

≠

 
 

=  
λ − λ 

 
 

∑ , 0 sup ( )i
x D

C v x
∈

=  1,i∀ = ∞ , 
1

max n
n

q q
≥

= . 

В работе [7] приведен алгоритм нахождения значений собственных функций возмущенного 

оператора T+P из произведений вида ( ) ( )nnu x u y . 

Применять разработанный метод РС для нахождения значений первых собственных функций 

спектральной задачи (1), (2) нельзя, так как оператор 
2

2
,o o

d U
U i R UT

dy

 
= α +  

 
 входящий в (1), не 

является ограниченным на 2[0,1]L . В работе [11] построена вспомогательная задача, в которой 

множества собственных чисел и собственных функций совпадают с множествами собственных 

чисел и собственных функций спектральной задачи (1), (2), и к которой применим метод РС. 

Опишем эту задачу. Для этого рассмотрим неоднородную краевую задачу 

1
( ), 0 1,oT f y yϕ = < <  (0) (1) 0,ϕ = ϕ =  

где 
1

2
2

2o

d
T

dy

 
ϕ = − + α ϕ  

 
 – дифференциальный оператор с областью определения 

1

4
4 1

2 0,14
(0,1) [0,1], [0,1], ( ) 0 .

oT y

d
D C C L y

dy =

 ϕ = ϕ ϕ∈ ∈ ϕ = 
  

∩  

Сделаем замену 
1

1
oT f−ϕ = , тогда ( ) 1

2 1
o o o o oG T U T T f−ϕ = + −β . Справедливо равенство: 

( ) ( )1 1

2 1 1
o o o o o o o oG T U T T f T U T f− −ϕ = + −β = + −β . 

Следовательно, уравнение (1) можно записать в виде ( ) ,o oT P f f+ = β  где 
1of T= ϕ , 

2

2
,o o

d U
U i R UT

dy

 
= α +  

 
 i Rcβ = α . Граничные условия 

0,1
( ) 0

y
y

=
ϕ =  остаются неизменными, а 
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граничные условия 

0,1

( )
0

y

d y

dy =

ϕ
=  примут вид 1

1

0,1

( )
0

o

y

dT f y

dy

−

=

= . 

Очевидно, что множества собственных чисел спектральной задачи 

( ) ,
oo o TT P f f f D+ = β ∈ ,                   (6) 

где 1

12
2

22

0,1

( )
(0,1), [0,1], 0

o

o

T

y

dT f yd f
D f f C L

dydy

−

=

 
 

= ∈ ∈ = 
  

, и задачи (1), (2) совпадают, а их 

собственные функции связаны соотношениями 
1

1
oT f−ϕ =  и 

1of T= ϕ . При этом оператор 
1

1
oT −

 име-

ет вид: 

[ ] [ ]
1

1
1

0 0

1 sh( )
sh (1 ) ( ) sh ( ) ( ) .

sh( )

y

o

y
T f f d y f d−

 α 
= α − ξ ξ ξ − α − ξ ξ ξ 
α α  

∫ ∫            (7) 

 

3. Вычислительный эксперимент 

Был проведен численный эксперимент по нахождению значений собственных функций f 

спектральной задачи (6) методом РС и методом А.Н. Крылова. При этом в методе РС суммы 

функциональных рядов Рэлея
 
–

 
Шредингера приближались четырьмя «взвешенными» поправками 

по формулам (4), а значения произведений 0( ) ( ), 1,n nf x f y n n=  были найдены по формулам (5). 

Проинтерполировав полученные значения и воздействовав слева на полученные функции опера-

тором 
1

1
oT −

 по формулам (7), найдены значения собственных функций ( )yϕ  исходной задачи (1), 

(2). Результаты вычисления пятнадцатой собственной функции 15( )yϕ  приведены в таблице. При 

этом через 15
ˆ ( )yϕ  обозначены значения, полученные новым методом РС, а через 15( )yϕɶ  – значе-

ния, полученные методом А.Н. Крылова.  
 

Значения пятнадцатой собственной функции задачи (1), (2),  

вычисленные при 0sU = , 1cU = , 5R =  и 1α =  

j  jy  15
ˆ ( )jyϕ  15 ( )jyϕɶ  15 15

ˆ| ( ) ( ) |j jy yϕ −ϕɶ  
15 15

15

ˆ| ( ) ( ) |
%

| ( ) |

j j

j

y y

y

ϕ −ϕ

ϕ

ɶ

ɶ
 

1 0,095 311,511
 
–

 
0,343i 309,383

 
+

 
0,589i 2,323 0,751 

2 0,142 –549,396
 
+

 
0,321i –549,936

 
+

 
0,127i 0,574 0,104 

3 0,190 564,863
 
+

 
0,281i 565,384

 
–

 
0,781i 1,183 0,209 

4 0,238 –275,652
 
–

 
0,534i –275,756

 
+

 
2,037i 2,573 0,933 

5 0,285 –96,783
 
+

 
0,491i –96,488

 
–

 
2,091i 2,599 2,693 

6 0,333 314,817
 
–

 
0,339i 315,916

 
+

 
0,623i 1,461 0,462 

7 0,381 –288,613
 
+

 
0,432i –288,645

 
+

 
0,373i 0,331 0,114 

8 0,428 114,837
 
–

 
0,013i 114,238

 
–

 
0,993i 1,149 1,006 

9 0,476 22,748
 
–

 
0,007i 22,923

 
+

 
0,693i 0,721 3,147 

10 0,524 –24,500
 
+

 
0,791i –24,371

 
+

 
0,018i 0,129 0,530 

11 0,571 –75,419
 
–

 
0,001i –75,427

 
–

 
0,168i 0,167 0,222 

12 0,619 141,439
 
–

 
0,137i 141,935

 
–

 
0,664i 0,723 0,509 

13 0,667 –58,678
 
+

 
0,259i –58,499

 
+

 
1,600i 1,352 2,310 

 

Заключение 

В статье на основе метода регуляризованных следов построена математическая модель вы-

числения значений собственных функций спектральной задачи Орра
 
–

 
Зоммерфельда. Проведен-

ный численный эксперимент показал, что значения собственных функций, найденные методом 

РС, хорошо согласуются со значениями, найденными известным методом (А.Н. Крылова). При 

этом метод РС показал свою надежность и вычислительную эффективность. 
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In this paper the mathematical model of computing the values of the eigenfunctions 

of the Orr-Sommerfeld’s operator. Using the method of regularized traces, we obtain sim-

ple formulas to find the values of the first eigenfunctions of the perturbed self-adjoint op-

erators. The algorithms make it possible to calculate the values of the eigenfunction of the 
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perturbed operators matter known to the previous values of their eigenfunctions or not. 

We obtain estimates of residual sums of functional series “weighted” perturbation theory 

corrections discrete operators, and prove their convergence. For the numerical implemen-

tation of the method found effective algorithms for finding “weighted” perturbation theory 

corrections, which can be approximated using the sum of series of functions of Rayleigh-

Schrodinger right amount of members. The numerical experiments computing the values 

of eigenfunctions of hydrodynamic stability theory show that the method is consistent 

with other known methods (A.N. Krylov and A.M. Danilevsky). The method of regular-

ized traces showed its reliability and high efficiency.  

Keywords: Orr-Sommerfeld’s problem, eigenvalues, eigenfunctions, perturbation 

theory, the method of regularized traces. 
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