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В первом примере случайными являются коэффициент K̂  передачи прямого контура и 

одна из постоянных времени Т̂  типовых звеньев. 

В соответствии с методикой, развитой в работе Г.С. Черноруцкого [1], вероятность устойчи-

вости системы регулирования может быть определена по выражению 
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где 1 2,q q  – случайные параметры системы регулирования; ( )1 2,f q q  – совместная плотность ве-

роятности случайных величин; yΘ  – область устойчивости. 

Рассмотрим простейшую СИР, структурная схема которой приведена на рис. 1, а непрерыв-

ная часть системы имеет передаточную функцию [2]: 
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Рис. 1 

 

Импульсная передаточная функция разомкнутой СИР определяется дискретным преобразо-

ванием Лапласа весовой функции непрерывной части [3]: 
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или Z-преобразованием [4]: 
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где [ ]k n  – решетчатая функция, соответствующая весовой функции приведенной непрерывной 

части СИР. В дальнейшем будет пользоваться метод Z-преобразования. В соответствии с выра-

жением (4) импульсная передаточная функция будет иметь вид 
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где Ту – период импульсов управления. 

Замкнутая СИР будет устойчива [3], если корни характеристического уравнения замкнутой 

системы по модулю меньше единицы: 

1iZ < .                        (6) 

Для использования критериев устойчивости, разработанных для непрерывных систем, очевид-

но, необходимо отобразить внутренность единичного круга в плоскости Z на левую полуплоскость 

комплексной области, что может быть выполнено билинейным преобразованием вида [3]: 
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Z
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Тогда для определения области устойчивости импульсной системы можно воспользоваться 

критерием Гурвица. Характеристическое уравнение замкнутой СИР для рассматриваемого случая 

будет иметь вид 

( ) 2
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где yT T
d e

−
= , а коэффициенты принимают значения 

( ) ( )2 1 01; 1 1 ;a а d K d a d= = + + − = .                 (9) 

Область устойчивости задается системой трех неравенств вида [4]: 
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Осуществив элементарные преобразования, будем иметь следующие неравенства: 
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дающие область устойчивости рассматриваемой импульсной системы. Определяем асимптоту 

границы устойчивости в виде 
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T
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Раскрыв неопределенность по правилу Лопиталя, будем иметь уравнение асимптоты: 

y

4
T

K
T

= .                     (13) 

Область устойчивости для этого случая приведена на рис. 2. 

Следует отметить, что выражение (12) достаточно быстро стремится к своей асимптоте, так 

например, если y 2T T = , отклонение ∆  составляет 2 %≈ , то при y 3T T =  – уже 0,8 %. 

На рис. 3 показан график изменения этой ошибки в зависимости от значения yT T .  
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Рис. 2 Рис. 3 Рис. 4 
 

Положим, что параметры K̂  и T̂  являются случайными независимыми величинами, распре-

деленными по нормальному закону: 
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В этом случае вероятность выполнения условия устойчивости может быть вычислена по вы-

ражению (1), учитывая, что совместная плотность вероятности двух независимых случайных ве-

личин равна произведению плотностей: 
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В тех случаях, когда 
y

3
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>  с достаточной для инженерной практики точностью, вы-

числение вероятности выполнения условий устойчивости может быть выполнено по выражению 
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где 1d  – расстояние от границы устойчивости, заданной своей асимптотой, до центра рассеива-

ния случайных величин K̂  и T̂ : 

2 2 2 2
cos sinT Kβσ = σ β + σ β .                 (17) 

Преобразуем выражение (16) исходя из очевидных геометрических соображений: 
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В случаях, когда 
y

3
2Tm

T

− σ
< , вычисления необходимо производить или при помощи вычис-

лительной техники, либо с использованием сеток рассеивания.  

Приближенно вероятность устойчивости может быть вычислена, исходя из следующих сооб-

ражений. Определим минимальное расстояние между центром рассеивания случайных величин и 

границей устойчивости. которое, очевидно, будет равно длине отрезка нормали к границе устойчиво-

сти, проходящей через центр рассеивания. Определив угол β и вычислив βσ , по выражению (16), 

определим приближенное значение вероятности устойчивой работы системы. Обычно требуемая 

вероятность выполнения условий устойчивости близка к единице. Очевидно, что с увеличением 

1 /d βσ  в (16) ошибка определения вероятности устойчивости будет уменьшаться. 
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На рис. 4 приведена зависимость ошибки в определении вероятности выполнения условий 

устойчивости по выражению (16) в зависимости от 1d βσ . Отметим то обстоятельство, что вы-

числение по выражению (16) при 
y

3
2T Tm

T

−
<  дает заниженные результаты. 

Если случайными параметрами в системе являются постоянная времени T̂  и период управ-

ления yT , то уравнение границы устойчивости может быть записано в виде 
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Если T̂  и yT̂  имеют нормальный закон распределения плотности вероятности и независимы, 

вероятность выполнения условий устойчивости может быть вычислена по выражению: 
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Рассмотрим второй пример, когда случайными являются приведенный к валу электро-

двигателя момент инерции Ĵ  и вязкое демпфирование B̂ . 

В ряде реальных ЭМТП непрерывная часть СИР имеет вид 
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K
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+
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Каноническая форма записи передаточной функции будет иметь вид 
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Таким образом, случайными величинами являются коэффициент усиления и постоянная времени. 

Однако распределение плотности вероятности ˆK B  и ˆ ˆJ B  будет отличным от нормального, ес-

ли Ĵ  и B̂  имеют нормальный закон распределения плотности вероятности. 

Уравнение границы устойчивости в плоскости двух случайных параметров Ĵ  и B̂  имеют вид 
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Если выполняется условие 
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то выражение (23) может быть преобразовано к виду 

y
ˆ 4J K T≈ .                     (25) 

Тогда вероятность устойчивости СИР можно определить по выражению 
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где 1k  – расстояние от центра рассеивания до границы области устойчивости. 
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Рассмотрим СИР [2], имеющую передаточную функцию непрерывной части: 
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Импульсная передаточная функция разомкнутой системы, полученная при помощи модифи-

цированного Z-преобразования [1], имеет вид 
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а коэффициенты характеристического уравнения равны: 
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Область устойчивости задается системой нера-

венств: 
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Область устойчивости в плоскости двух случай-

ных параметров показана рис. 5.  

Если наложены ограничения на значения пара-

метров вида 

3 2 1 4T T Km m− σ ≥ + ,      (31) 

а параметры являются нормальными независимыми 

случайными величинами, то вероятность устойчиво-

сти приближенно определяется выражением 
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Квадратичная суммарная оценка качества СИР 

Сам по себе факт выполнения условий устойчивости еще не гарантирует получения прием-

лемых качественных показателей системы регулирования. Как и для непрерывных систем, для 

оценки качества импульсных систем регулирования широко используются интегральные и сум-

марные оценки качества, степень устойчивости, степень колебательности [3, 4]. 

Нужно отметить, что применение квадратичной суммарной оценки качества приводит к до-

вольно сложным выражениям и обычно расчет производится при помощи ЭВМ, либо графоана-

литическими методами. 

Рассмотрим пример: 
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Передаточная функция замкнутой системы: 
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При действии на вход системы единичного ступенчатого воздействия установившееся значе-

ние выходного состояния системы: 
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Рис. 5 
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Изображение квадратичной суммарной оценки имеет вид 
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Вычисление квадратичной суммарной оценки производим в соответствии с [4]: 
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Как следует из приведенного примера, непосредственное вычисление квадратичных суммар-

ных оценок даже для простейших систем приводит к довольно трудоемким операциям, и более 

целесообразным является использование дискретного аналога теоремы Парсеваля [4]. В этом 

случае 
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переходя к W-преобразованию, получим: 
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Нахождение системы на границе ус-

тойчивости будет соответствовать 2I =∞ , 

откуда легко получаются выражения для 

границ устойчивости: 

1
0; 1 0; 2

1

d
K d k

d

+
> − > <

−
. 

Используя выражение (16), можно в 

плоскости случайных параметров K̂  и T̂  

построить, следуя методике [1], линии 

равных значений и оценить вероятность 

выполнения рассматриваемой квадратич-

ной суммарной оценки, как показано на 

рис. 6. 

Как следует из приведенных приме-

ров, границы устойчивости импульсных 

систем являются трансцендентными 

функциями своих параметров, и точное 

аналитическое выражение вероятности 

выполнения условий устойчивости для 

импульсных систем регулирования может 

быть выполнено при помощи ЭВМ. При 

предварительном анализе СИР многие из 

них могут быть сведены к системам вто-

рого или третьего порядка, поэтому нали-

чие областей устойчивости для простей-

ших импульсных систем дает возмож-

ность разработчику оценить влияние слу-

чайного разброса параметров на устойчи-

вость системы регулирования. 

Для ряда систем приближенные выражения приведены в таблице. 
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DETERMINATION OF THE POSSIBILITY  

OF IMPULSE CONTROL SYSTEMS STABILITY ACCORDING  

TO G.S. CHERNORUTSKY METHOD 

 
Yu.S. Smirnov, South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation,  
smirnovys@susu.ac.ru 
 

The evolution of the G.S. Chernorutsky method to determine the possibility of stabi-

lity of stochastic nonlinear impulse control systems (ICS) is proposed. Two cases of  

determination of the stability conditions of mechatronic systems (MS) where the number 

of parameters having “big” variation does not exceed two are considered in the article. 

Quadratic total estimate of the system quality in the space of its random parameters is gi-

ven. The stability areas are performed for a number of simple ICSs. 

Keywords: stochastic, nonlinear mechatronic impulse control systems, determination 

of the possibility of stability, quadratic total estimate. 

 

References 

1. Chernorutskiy G.S. Stability Analysis of Automatic Systems with Random Parameters [Analiz 

ustoychivosti avtomaticheskikh sistem so sluchaynymi parametrami]. Izvestiya AN SSSR, OTN “Tekhni-

cheskaya kibernetika” [News of Science Academy of USSR, Series “Technical Cybernetics”], 1965,  

no. 4, pp. 9–16.  

2. Smirnov Yu.S. Development of the G.S. Chernorutskii Method Probability Pulse System Stabili-

ty [Razvitie metoda G.S. Chernorutskogo dlya veroyatnosti ustoychivosti impul'snoy sistemy]. Trudy 

NPK “Aktual'nye problemy avtomatizatsii i upravleniya” [Proc. Scientific and Practical Conference 

“Actual Problems of Automation and Control”]. Chelyabinsk, Publ. center SUSU, 2013, pp. 76–81. 

3. Dzhuri E. Impul'snye sistemy avtomaticheskogo regulirovaniya [Pulsed Automatic Control Sys-

tems]. Moscow, GIFML Publ., 1963, 335 p. 

4. Tsypkin Ya.Z. Teoriya lineynykh impul'snykh sistem [The Theory of Linear Impulsive Systems]. 

Moscow, GIFML Publ., 1963, 968 p. 

5. Makarov V.V., Smirnov Yu.S. An Approach to the Calculation of the Discrete Systems with 

Random Selection of Parameters [Ob odnom podkhode k raschetu diskretnykh sistem so sluchaynym 

podborom parametrov]. Tezisy dokladov. VK “Stokhasticheskie sistemy upravleniya” [Proc. All-Russia 

Conference “Stochastic Control System”]. Chelyabinsk, UDNTP Publ., 1976, pp. 45–47.  

 

Поступила в редакцию 2 декабря 2013 г. 


