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Введение 

Пусть Ω ограниченная область в R
n
, n N∈  с границей ∂Ω класса С

∞
. В цилиндре R+Ω×  рас-

смотрим уравнение Буссинеска – Лява 

( ) = ( ') ( '')tt tv v v fλ − ∆ α ∆ −λ +β ∆ −λ +                 (1) 

с краевым  

( , ) 0,( , )u x t x t R+= ∈∂Ω×                     (2) 

и начальными условиями Шоуолтера – Сидорова  

0 1( )( ( ,0) ( )) 0,( )( ( ,0) ( )) 0,u x u x u x u xλ − ∆ − = λ − ∆ − =ɺ              (3) 

где , , , , R′ ′′α β λ λ λ ∈ , ( , )u x t  – искомая функция, она может иметь различный физический смысл 

в зависимости от задачи [1–3]. Уравнение (1) является более общим случаем уравнения  
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где ρ – плотность, 0с  – скорость звука, τ  – время релаксации, первый член в правой части отве-

чает за затухание звуковой волны вследствие теплопроводности и вязкости, а второй регулирует 

дисперсионные эффекты. Уравнение (3) описывает распространение гравитационно-гироскопи-

ческих волн в диспергирующих средах, например, поверхностно-акустические волны. В даль-

нейшем волны, распространение которых описывается уравнением (1), будем называть волнами 

Буссинеска – Лява. Задача (1)–(3) сводится в подходящих банаховых пространствах к задаче 

Шоуолтера – Сидорова  

0 1( (0) ) 0, ( (0) ) 0,P u u P u u− = − =ɺ                   (5) 

где P  – некоторый спектральный проектор, для уравнения соболевского типа 

1 0= .Au B u B u+ɺɺ ɺ                       (6) 

Стоит отметить, что задача Шоуолтера – Сидорова является частным случаем начально-

конечной задачи [4, 5] и более естественной для уравнений соболевского типа [6], чем задача 

Коши. Кроме того, это условие более удобно при численном решении, так как освобождает от 

проверки принадлежности начальных условий фазовому пространству уравнения (6). В данной 

статье представлен алгоритм программы для нахождения приближенного решения задачи (1)–(3) 

при произвольных начальных значениях 0 1( ), ( )u x u x . 
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Представлено описание программного комплекса «Моделирование волн Бус-

синеска – Лява», который состоит из четырех модулей и реализует алгоритм чис-

ленного решения задачи Шоуолтера – Сидорова (Коши) с условием Дирихле на от-

резке, на графе, в прямоугольнике или в круге (по выбору пользователя) для урав-

нения Буссинеска – Лява, в зависимости от заданных коэффициентов и начальных 

данных. Указанное уравнение моделирует продольные колебания в стержне (случай 

отрезка), в конструкции (случай графа), распространение волн на мелкой воде или в 

диспергирующих средах (случай прямоугольника или круга).  В алгоритме реализо-

ван метод фазового пространства и модифицированный метод Галеркина. В каждом 

из четырех модулей вычисляются собственные значения и собственные функции 

для оператора Лапласа в соответствующей области, находится решение в виде га-

леркинской суммы по нескольким первым собственным функциям. Программа по-

зволяет строить график численного решения указанных задач. Результаты могут 

быть полезными для специалистов в области математической физики и математиче-

ского моделирования. 
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1. Задача Шоуолтера – Сидорова для уравнения Буссинеска – Лява 

Задачу (1)–(3) сведем к абстрактной задаче (5), (6), для этого зададим пространства 
2

2{ ( , ) ( ) | ( , ) 0,( , ) },lU u x t W R u x t x t R+
+ += ∈ Ω× = ∈∂Ω×  

2 ( ).lF W R+= Ω×  

Тогда операторы 1 0, ,A B B  имеют следующий вид ( ),A = λ − ∆  1 ( ),B ′= α ∆ −λ  0 ( )B ′′= β ∆ −λ  и 

принадлежат пространству ( , )L U F  (линейных и ограниченных операторов). Обозначим через 

( )σ ∆ ={ }kλ  множество собственных значений однородной задачи Дирихле для оператора Лапла-

са в области Ω , а через { }kϕ  – множество соответствующих собственных функций, ортонорми-

рованных в смысле скалярного произведения в пространстве 2 ( )L Ω .  Построим проектор 

( ) ,

k

k kP I
λ=λ

• = − < • ϕ >ϕ∑  в пространстве U .  Тогда условия Шоуолтера – Сидорова (3) можно 

переписать в виде 

0(0) ( ), ( ) 0

k

k ku u x x
λ ≠λ

< − ϕ > ϕ =∑ , 1(0) ( ), ( ) 0

k

k ku u x x
λ ≠λ

< − ϕ > ϕ =∑ ɺ . 

Редукция задачи (1)–(3) к задаче (5), (6) окончена. 

Заметим, что в случае задачи Шоуолтера – Сидорова начальные условия задаются как проек-

ции на образ оператора при старшей производной, который в случае, когда ∞  – устранимая осо-

бая точка А-резольвенты пучка B
r

, совпадает с образом проектора P . Таким образом, начальные 

значения задачи Шоуолтера – Сидорова автоматически попадают в фазовое пространство задан-

ного уравнения и, следовательно, для задачи (1)–(3) справедлива.  

Теорема 1 [5]. Пусть выполнено одно из следующих условий: 

(i) { };kλ∉ λ  

(ii) ( { }) ( );k ′λ∈ λ ∧ λ ≠ λ  

(iii) ( { }) ( = ) ( ).k ′ ′′λ∈ λ ∧ λ λ ∧ λ ≠ λ  

Тогда для любых 0 1,u u U∈  существует единственное решение задачи (1)–(3). 

 

2. Алгоритм численного моделирования колебаний в диспергирующих средах 

(построение волн Буссинеска
 
–

 
Лява)  

На основе теоретических результатов был разработан алгоритм численного решения задачи 

(1)–(3) и моделирования волн Буссинеска
 
–

 
Лява, реализованный в программном комплексе в 

среде Maple 15.0. Разработанный программный комплекс позволяет: 

1. Выбрать область моделирования волн Буссинеска
 
–

 
Лява: отрезок, граф, прямоугольник 

или круг. Ввести параметры, характеризующие область: длину отрезка, длины ребер графа, 

длины сторон прямоугольника, радиус круга. 

2. Ввести параметры уравнения: , , , ,′ ′′α β λ λ λ , начальные данные: 0 1( ), ( )u x u x , и количество 

галеркинских приближений N . 

3. Вывести численное решение задачи. 

4. Получить графическое изображение полученных волн с анимацией их распространения с 

течением времени. 

В программном комплексе реализован метод фазового пространства и модифицированный 

метод Галеркина, создан пользовательский интерфейс. Принцип работы: пользователь выбирает 

одну из программ комплекса, в зависимости от области задания пространственных переменных 

(отрезок, граф, прямоугольник или круг), вызывается соответствующий модуль программы.  

В каждом модуле задается уравнение Буссинеска
 
–

 
Лява, вводятся значения параметров данного 

уравнения. Находятся собственные функции и собственные значения соответствующей задачи 

Штурма
 
–

 
Лиувилля. Задается порядок искомого галеркинского приближенного решения. Со-

ставляется система дифференциальных уравнений для нахождения коэффициентов галеркинско-

го приближения. Выводится решение и изображение волны Буссинеска
 
–

 
Лява.  

Алгоритм численного решения в каждом из модулей представлен блок-схемой на рис. 1. 
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма 
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3. Вычислительный эксперимент 

Требуется найти численное решение задачи (1)–(3) при 1, 0,′ ′′λ = λ = − λ = 1α =β = , 

(0, ) ( , ) 0,u t u t= π =  0 sin(2 )u x= , 1 sin(3 )u x=  на отрезке [0, ]π .   

В полосе [0, ] R+π ×  рассмотрим задачу 

(0, ) ( , ) 0,u t u t= π =                      (7) 

( , 0) sin(2 )u x x= ,  ( ,0) sin(3 )u x x=ɺ ,                 (8) 

( 1 ) ( 1 )u u u− − ∆ = − − ∆ + ∆ɺɺ ɺ .                   (9) 

Собственные функции ( )k xϕ  однородной задачи Дирихле для оператора Лапласа на отрезке 

[0, ]π  имеют вид 
2

sin( )kx
π

. Очевидно, уравнение (9) вырождено. В этом случае фазовым про-

странством является пространство, ортогональное 1( ( ))span xϕ . Взяв три слагаемых в галеркин-

ском приближении, будем искать решение в виде  

1 2 3

2
( , ) ( ( )sin( ) ( )sin(2 ) ( )sin(3 ))u x t u t x u t x u t x= + +

π
,  

при этом 1( ) 0u t = . Подставив ( , )u x t  в уравнение (9) и умножив скалярно в смысле 2 (0, )L π  по-

лученное равенство на функции ( )k xϕ , 2, 3k = , получим систему дифференциальных уравнений 

для нахождения ( )ku t . Решая ее, получим 

( )
( ) ( )1 1
3 57 3 57

6 6
1 1 1 1

, 57 57 sin 2
38 2 38 2

t t

u x t e e x
+ − − +     = − + + + +        

 

( ) ( )1 1
2 22 2 22

4 4
1 1

22 22 sin3 .
11 11

t t

e e x
+ − − + 

 + −
 
 

 

График распространения волны изображен на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Распространение волны 
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ON ALGORITHM OF NUMERICAL MODELLING  

OF THE BOUSSINESQ – L’OVE WAVES 
 
A.A. Zamyshlyaeva, South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation,  

zamyshliaevaaa@susu.ac.ru 
 

The article is devoted to the description of the software complex «Modeling of  

the Boussinesq – L’ove waves», which consists of four modules and implements the algo-

rithm of numerical solution of the problem Showalter – Sidorov (Cauchy) with Dirichlet 

condition on a segment, on a graph, in a rectangle or a circle ( user selectable) for the 

Boussinesq – L’ove equation, depending on the coefficients and the initial data. Specified 

equation models the longitudinal fluctuations in the elastic rod (in case of a segment),  

in construction (case of graph), propagation of waves in shallow water or in dispersive 

environments (case of rectangle or circle). The algorithm implemented the method of 

phase space and modified Galerkin method. In each of the four modules the eigenvalues 

and the eigenfunctions for the Laplace operator in the relevant domain are computed, the 

solution in the form of Galerkin sum by the first several eigenfunctions is found. The pro-

gram allows drawing a graph for the numerical solution of the specified problems. The re-

sults may be useful for specialists in the field of mathematical physics and mathematical 

modeling. 

Keywords: Showalter – Sidorov problem, Boussinesq – L’ove equation, Sobolev type 

equation, phase space method, Galerkin method. 
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