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Введение 
Несмотря на наличие большого числа вычислительных пакетов и увеличение быстродейст-

вия вычислительной техники, разработка эффективных численных методов для решения задач в 
рамках новых математических моделей механики сплошных сред в настоящее время является 
актуальной задачей. Появление новых математических моделей, с одной стороны, связано с от-
сутствием в природе чистых веществ, что требует активного развития математических моделей 
многокомпонентных сред, достоверно описывающих физические процессы, применяемые в раз-
личных отраслях науки и техники. С другой стороны, развитие вычислительной техники позво-
ляет получать численные решения для новых [1] все более сложных математических моделей 
многокомпонентных сред. Более того, есть такие проблемы, когда математическое моделирова-
ние является единственным средством предварительного изучения явлений (например, [2]). Аде-
кватность математических моделей многокомпонентных сред физическим процессам предъявля-
ет достаточно жесткие требования к математическим моделям: с одной стороны, уравнения со-
хранения должны быть инвариантны относительно преобразования Галилея [3], с другой сторо-
ны, должны выполняться законы сохранения для смеси [4]. В работах [1, 5] было показано каким 
образом можно выполнить оба эти условия. 

Успешное решение многочисленных задач газовой динамики и аэродинамики методом круп-
ным частиц [6] и его модификациями [7] позволяет надеяться на то, что идеология метода может 
быть применена и для решения задач распространения ударных волн в газовзвесях. Поэтому це-
лью данной работы является разработка модификации метода крупных частиц, которая позволит 
эффективно решать проблемы, связанные с течением газовзвесей.  

 
1. Математическая модель газовзвеси 
Рассмотрим одномерный плоский случай математической модели течения газа с твердыми 

частицами (аэровзвесь), которая описывается системой уравнений сохранения [5]. Данная систе-
ма уравнений двухфазной аэровзвеси [5] без химических превращений имеет следующий вид: 
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женная модификация является эффективной и позволяет проводить расчеты ударных волн в 
газовзвесях с большими числами Куранта. 
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݂ = ଵߩଶ݀ߨ
ଵݒ)ௗܥ° − ଵݒ|(ଶݒ − ,ଶ|/8ݒ ݍ = )ݑଵܰߣ݀ߨ ଵܶ − ଶܶ).    (1.6) 

Система уравнений (1.1)–(1.6) замыкается уравнениями состояния газовой фазы и частиц: 
݁ଵ = ܿ௩ଵ( ଵܶ − ଴ܶ) ଴,   ݁ଵܥ + = ௣

(௞ିଵ)ఘభ
°  ,  ݁ଶ = ܿଶ( ଶܶ − ଴ܶ).              (1.7) 

Здесь индексы 1, 2 относятся соответственно к газу и частицам; ρ௜
°,  ௜ (݅ = 1, 2) – истинныеߙ

плотности и объемные содержания фаз; ߩ௜, ௜ݒ , ௜ܶ, ݁௜, -௜ – парциальная плотность, скорость, темпераܧ
тура, внутренняя и полная энергия i-й фазы; ݌ – давление, ݊ – число частиц в единице объема сме-
си; ܿ௩ଵи ܿଶ – теплоемкости фаз: ܥ଴ – постоянная для нормирования внутренней энергии газовой 
фазы: λଵ – теплопроводность газовой фазы; Rଵ – универсальная газовая постоянная; ܥௗи ܰݑ – коэф-
фициент трения и число Нуссельта, определяемые числами Рейнольдса (ܴ݁) и Прандтля (Pr) отно-
сительного движения фаз соответственно: ݇ – показатель адиабаты Пуассона;݀ – диаметр частиц. 

Уравнения (1.1) – уравнения неразрывности газа и частиц и уравнение сохранения числа час-
тиц в единице объема смеси; (1.2) – уравнения импульса газа и частиц; (1.3) и (1.4) – уравнения 
сохранения внутренней энергии газа и частиц соответственно. (1.6) – уравнения, определяющие 
члены теплового (q) и силового (f) взаимодействия между фазами: (1.7) – уравнения состояния 
фаз. В данной работе не рассматриваются более сложные уравнения состояния [8]. 

Для того чтобы воспользоваться идеологией метода крупных частиц необходимо привести 
уравнения (1.2)–(1.4) к дивергентному виду и получить уравнения кинетической энергии газовой 
фазы и частиц.  

Умножая уравнение сохранения импульса газовой фазы на ݒଵ, а уравнение сохранения им-
пульса конденсированной фазы на ݒଶ, получим уравнения сохранения кинетической энергии газа 
и частиц соответственно: 
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которые после простых преобразований принимают следующий вид: 
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Преобразуем левые части уравнений сохранения внутренней энергии газа (1.3) и частиц (1.4) 

к дивергентному виду. С учетом равенств (1.1) они могут быть представлены в виде:  
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Из уравнений неразрывности газовой и конденсированной фаз (1.1) легко получить следующие 
равенства: 
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Подставляя данные выражения в уравнения (1.10) и (1.11) соответственно, получим: 
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В случае несжимаемости конденсированной фазы уравнения сохранения внутренней энергии га-
зовой (1.3) и конденсированной (1.4) фаз, легко преобразуются к виду: 
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Для получения уравнение сохранения полной энергии смеси просуммируем левые и правые час-
ти уравнений (1.8), (1.9), (1.14), (1.15). В результате получим уравнение сохранения полной энер-
гии смеси в виде  

డ(ఘభாభାఘమாమ)
డ௧

+ డ
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ଵܧଵݒଵߩ] + ଶܧଶݒଶߩ + ଵݒଵߙ) + [݌(ଶݒଶߙ = 0.            (1.16) 

Система уравнений (1.1), (1.2), (1.5)–(1.7), (1.14)–(1.16) представляет собой замкнутую систему урав-
нений для описания течений газовзвесей, инвариантную относительно преобразования Галилея. 
 

2. Модификация метода крупных частиц для расчета течений газовзвеси 
В соответствии с идеологией метода крупных частиц [6] систему законов сохранения газо-

взвеси (1.1), (1.2), (1.5)–(1.7), (1.14)–(1.16) на эйлеровом этапе можно представить следующим 
образом:  
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Учитывая несжимаемость конденсированной фазы (ߩଶ
° =  const), запишем уравнения (2.1), 

(2.3), (2.5) в более удобном для представления на эйлеровом этапе виде: 
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Подставляя уравнение состояния газовой фазы (1.7) в уравнение (2.7) получим следующее базо-
вое соотношение для определения давления на эйлеровом этапе 
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Используя явные разностные представления для равенства (2.9), легко получить выражения 
для определения предварительных значений давления на новом ݉ + 1 временном слое на грани-
цах ݅ − 1/2 и ݅ + 1/2 для ячеек ݅ − 1, ݅ и ݅ + 1: 
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Здесь ∆ݐ – шаг по времени, ∆ݔ – шаг по пространству. Полученные значения давления использу-
ются для определения промежуточных величин скоростей на эйлеровом этапе: 
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Промежуточные значения скоростей конденсированной и газовой фаз на границах ячеек оп-
ределяются как средние арифметические от их значений в двух соседних ячейках: 
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Теперь можно определить промежуточные значения внутренней энергии конденсированной фазы 
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и полной энергии смеси 
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− ൫ߙଶ,௜ାଵ/ଶ
௡ ෤ଶ,௜ାଵ/ଶݒ

௠ାଵ ෤௜ାଵ/ଶ݌
௠ାଵ − ଶ,௜ିଵ/ଶߙ

௡ ෤ଶ,௜ିଵ/ଶݒ
௠ାଵ ෤௜ିଵ/ଶ݌

௠ାଵ ൯ ∆௧
∆௫

.        (2.15) 
На этапе Лагранжа и заключительном этапе метода крупных частиц для каждой фазы были 

использованы формулы, приведенные в монографии О.М. Белоцерковского и Ю.М. Давыдова [6]. 
 
Заключение 
1. Тестирование предложенной модификации метода крупных частиц проводилось на реше-

нии задач о распространении ударных волн в «замороженной» газовзвеси [9] и в облаке газовзве-
си [10]. 

2. Было показано, что применение на этапе Эйлера уравнений (2.10)–(2.15) более эффек-
тивно, чем применение метода крупных частиц [6] и модифицированного метода крупных час-
тиц [11] прирешении задач о распространении ударных волн в «замороженной» газовзвеси [9] и 
в облаке газовзвеси [10] даже при отсутствии искусственной вязкости и большем числе Куранта. 
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Modification of a method of large particles in the annex to researches of currents of gas-
suspensions was developed. It is shown that this modification of method of large particles allows to 
carry out calculations of behavior of shock waves in gas-suspensions without introduction in an ex-
plicit form of artificial viscosity. It allowed to eliminate distortions of a physical picture of a current 
of the gas-suspension connected with existence of the ostsillyation taking place at distribution of 
shock waves in non-uniform environments. It was shown that the obvious option of modification of 
a method of large particles when using of the offered modification for carrying out calculations of 
distribution of shock waves in gas-suspensions with large numbers of Courant can be used. It allows 
to reduce considerably time of calculation of a task and to avoid carrying out the difficult iterative 
procedures inherent in implicit differential schemes. It is shown that the offered modification is ef-
fective and allows to carry out calculations of shock waves in gas-suspensions with large numbers of 
Courant. 

Keywords: numerical method, mathematical model, gas-suspensions, conservation laws, shock 
waves, number of Courant. 
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