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Введение 
В основе интегральных моделей развивающихся систем [1] лежат операторы Вольтерра I 

рода с переменными верхними и нижними пределами интегрирования, которые описывают 
динамику замены устаревших элементов системы новыми. Модели типа В.М. Глушкова 
обстоятельно исследованы и нашли применение в работах [2–4]. Простейшая односекторная 
модель развивающейся системы включает уравнение 

( )

( , ) ( ) ( ), [0, ]
t

a t

K t s x s ds y t t T  ,                  (1) 

ядро которого ( , )K t s  – показатель эффективности функционирования элементов ( )x s , их воз-
раст в момент t  равен t s . Неубывающая функция ( )a t t  описывает динамику замены уста-
ревших элементов новыми, а функция ( )y t  задает интегральный показатель развития системы. 
Например, применительно к электроэнергетической системе в качестве ( )y t  в работах [5, 6] при-
нята располагаемая мощность электростанций. Теория и численные методы уравнений типа (1) 
для случаев (0) 0a   и (0) 0a   имеют существенные различия и детально исследованы в моно-
графии [7].  

Если элементы системы разделены на n возрастных групп iG , так что ( ) ix s G , если 

 1( ), ( )i it s t a t t a t    , 0 1( ) ( ) ( ) 0 0na t t a t a t t       ; (0) 0ia  , 1,i n , 1(0) 1a  , то 
вместо (1) рассмотрим уравнение 

1( )

1 ( )

( , ) ( ) ( ), [0, ]
i

i

a tn

i
i a t

K t s x s ds y t t T



   ,                 (2) 

левая часть которого учитывает вклад в ( )y t  каждой возрастной группы. Другими словами, в 
развивающейся системе балансовое уравнение (2) описывает количество элементов ( )x t , необхо-
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димое для достижения заданного уровня ( )y t . При этом момент зарождения системы и момент 
начала моделирования совпадают, так что предыстория отсутствует. В работе [8] получены дос-

таточные условия корректности по Адамару уравнения (2) на паре    
(1)

0,0,( , )TTC C


.  

В развивающейся системе важным является учет того факта, что эффективность работы эле-
ментов представляет собой убывающую функцию времени, при этом для достаточно большого T 
наблюдается эффект неустойчивости непрерывного решения (2) к погрешностям исходных дан-
ных. Исследованию этого феномена посвящены работы [9, 10]. В них для тестовых уравнений 
(при n = 2, 3) с помощью эквивалентного функционального уравнения получены априорные 
оценки величины узла сетки, в котором погрешность численного решения тестового уравнения 
впервые превысит заданный порог. 

Применение стандартных квадратурных методов для численного решения уравнений с пере-
менными пределами вида (2) приводит к проблеме, связанной с несовпадением узлов равномер-
ной сетки со значениями переменных пределов интегрирования. В работах [11, 12] разработан 
подход, позволяющий применять для решения неклассических уравнений Вольтерра квадратуры 
левых и средних прямоугольников без потери порядка сходимости.  

Представленный программный комплекс включает численное решение тестового уравнения 
развивающейся системы, состоящей из трех возрастных групп модифицированными методами 
левых и средних прямоугольников (ЛП и СП); поиск величины априорной оценки границы от-
резка, на котором погрешность численного решения не больше наперед заданного числа. Приве-
дены результаты численных расчетов тестового примера. 

 
1. Численные методы 
Хорошо известно, что в случае классического уравнения Вольтерра I рода (в (2) n = 1) при 

достаточной гладкости ядра и искомого решения порядок сходимости численного метода равен 
порядку аппроксимации квадратуры, таким образом, квадратура ЛП дает первый порядок сходи-
мости, а квадратура СП – второй порядок. В работах [11, 12] предложен метод численного реше-
ния (2), основанный на представлении (2) в виде 

1( )

1
20 0

ˆ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ), [0, ]
ia tt n

i
i

Vx K t s x s ds K t s x s ds y t t T



     ,            (3) 

где 1
ˆ ( , ) ( , ) ( , ), 2,i i iK t s K t s K t s i n   . 

Редукция (3) возможна при дополнительном предположении, что ядро ( , )iK t s  определено в 
области 

1
1

, {( , ) : ( ) ( ), [0, }]
n

i j j j j
j

t s a t s a t t T


        . 

В [11] показано, что сеточный аналог (3) 
, 1

, 1 , 1

11

1 1 , 1
0 2 0

ˆ ˆ( , ) ( ( , ) ( ( ) ) ( , ) ) ( ), 1,
k i

k i k i

lk n
h h h

k j j i k j j i k k i i k l l k
j i j

h K t t x h K t t x a t l h K t t x y t k m


 



 
  

       ,   (4) 

,
( ), 0, , , i k

k k i
a tt kh k m mh T l

h
       

,                (5) 

использующий квадратуру ЛП, при выполнении достаточных условий существования единст-
венности и устойчивости решения [8] и стандартных условий на гладкость ядра и искомого ре-
шения ( )x t  дает первый порядок сходимости по шагу h в равномерной сеточной норме. Метод 
(4), (5) назван модифицированным методом ЛП (ММЛП). 

В работе [12] построен модифицированный метод СП (ММСП), также использующий преоб-
разование (3). Аппроксимация в (3) интегралов квадратурой СП на сетке 1/2 ( 1 / 2)jt j h   , 

, 1
1,

k i
j l


 , 1,k m , mh = T, содержит значение подынтегральной функции в точке, не совпадаю-
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щей с узлом регулярной сетки. Поэтому уже на первой итерации (k = 1) сеточный аналог (3) мо-
жет дать одно уравнение с n неизвестными. Преодолеть это препятствие позволяет процедура 
линейной интерполяции по ближайшим слева и справа значениям в узлах регулярной сетки. Се-
точный аналог (3) имеет следующий вид: 

, 1

1 1/2 1/2 1/2 1/2
1 2 1

ˆ( , ) ( , )
k ilk n

h h h
h k j j i k j j

j i j
V x h K t t x h K t t x



   
  


  



    

, 1

, 1 1
1 , 1

( )ˆ( ( ) ) ( , ) ( ), 1, ,
2 k i

k i i k h
i k k i i k l k

l h a t
a t l h K t x y t k m



 
 

 
   


            (6) 

где 

, 1
1 1

0 1/2
( ) ( )

(1 )
k i
h i k i k
l

a t a tx x x
h h

    , 

если , 1 0k il   , и 

, 1 , 1 , 1
(1) (2)

1/2 1/2, 1 , 1k i k i k i
h h h
l l lk i k ix x x

        , 

, 1 1(1)
, 1

1 ( ) /
2

k i i k
k i

l a t h 


 
  ,    1 , 1(2)

, 1
( ) / 1

2
i k k i

k i
a t h l 



 
  , 

если , 1 1k il   . 
При этом стартовое значение  

0

1
2

(0)

ˆ(0,0) (0) (0,0)
n

i i
i

yx
K a K







.                  (7) 

Знаменатель (7) в ноль никогда не обращается при условиях корректной постановки [8].  
В [12] приводятся результаты, доказывающие, что метод (6), (7) имеет второй порядок точности. 
На программную реализацию ММЛП и ММСП получены авторские свидетельства [13, 14]. 

 
2. Априорная оценка границы отрезка устойчивости численного решения  
тестового уравнения (n = 3) 
В работе [10] рассмотрено тестовое уравнение  

1 2

1 2

1 2
0

( ) (1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )
t tt

t t

x s ds s x s ds s x s ds y t
 

 

         ,             (8) 

1 21 0;      1 0  , 2 0  , [0, ]t T , 
которое представляет собой модель развивающейся системы, состоящей из трех возрастных 
групп, младшая из них (первое слагаемое) действует со стопроцентной эффективностью. Пусть 

2 1    – это означает, что эффективность работы старшей группы, которую описывает третье 
слагаемое, убывает с большей скоростью, чем эффективность средней группы (второе слагае-
мое). Уравнение (8) описывает вклад каждой из групп в задаваемый суммарный показатель раз-
вития системы ( )y t . 

Пусть 
 0,

(1)( )
T

y t C  , тогда дифференцированием (8) переходим к эквивалентному функцио-

нальному уравнению 
2 2
1 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ), [0, ]x t t x t t x t y t t T           ,             (9) 

для которого определена величина *
2 2
1 1 2 2 1

1
( )

T 
      

 – границы отрезка существования 

непрерывного решения уравнения (8). Для исследования характера неустойчивости при *t T  
приближенного решения (8) выпишем однородное уравнение относительно ошибки 

( ) ( ) ( )t x t x t     
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2 2 *
1 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ),t t t t t t T              ,             (10) 

где ( )x t  – точное решение уравнения (9) ((8)), ( )x t  – любое приближенное решение (9) ((8)), та-

кое что * *( ) ( )x T x T . Пусть также * *
1 2( ) ( ) 0T T      и * *

1 2sign ( ) sign ( )T T     . 
Зададим в (10) *

1 , 0,1,2,i
it T T i      Тогда переход в (10) при it T  к оценке по модулю 

дает 
2 2
1 1 1 2 2 1 2| ( ) | | ( ) | ( ) | ( ) |, 0,1,2i i i i iT T T T T i              ,          (11) 

откуда следует, что с увеличением i показательный рост Ti гарантирует существование такого 
*
Mi i , для которого  

*
*| ( ) | , 0, 1; | ( ) | ,

M
i M i

T M i i T M       

каково бы ни было сколь угодно большое .M     
Для численного решения (8) применим какой-либо сходящийся на *[0, ]T  метод квадратур, 

погрешность которого в точках *
iT  равна *( )h

iT  , i = 1, 2 (h – шаг сетки). Назовем *
M

h
i

T  такую 

точку временной оси, для которой  

*
*| ( ) | , 0, 1; | ( ) |

M

h h
i M i

T M i i T M      .               (12) 

В силу погрешности аппроксимации интеграла квадратурой, а также неизбежной погрешно-
сти округлений при компьютерных вычислениях, которые не учитывались при анализе погреш-
ности приближенного решения (9), заведомо имеет место неравенство 

** * *
| | | ( ) | | ( )|

k Mi iM M iM

h h h h
k i

x T x T     ,                (13) 

где 
*k

iM

hx  – сеточное решение уравнения (8) в узле * *
M M

h
i i

k h T . Поэтому существует такой узел 

*
M

h
M k

k h T  равномерной сетки , 0,1,2,kt kh k  , такой что  

*
*| | , 0, 1; | |

M

h h
k M k

M i k M      .                (14) 

Из (12)–(14) следует неравенство  
* *
M M

h h
k i

T T .                     (15) 

 
3. Описание программного комплекса 
Программа реализована в среде MATLAB и состоит из следующих частей. 
1. Задание параметров тестового уравнения развивающейся системы из трех возрастных 

групп (8) 1 , 2 , 1 , 2 . Задание величины M . 
2. Вычисление численного решения уравнения (8) с помощью ММЛП (4), (5). 
3. Из условия (14) ведется поиск *

Mk  и соответствующей величины *
M

h
k

T . 

4. В правую часть рекурсии (11) вместо 1( )iT  , 2( )iT  , i = 1, 2, …, подставляются получен-

ные численно значения 1( )h
iT  , 2( )h

iT  . По условию (12) ведется поиск значений *
Mi  и *

M

h
i

T . 

5. Вычисление численного решения уравнения (8) с помощью ММСП (6), (7). 
6. Выполнение пунктов 3 и 4 для результатов ММСП. 
Пример выполнения программы содержится в следующем пункте. 
 
4. Результаты численных расчетов 
Зададим параметры тестового уравнения (8): 2

1 10  , 2
2 2 10   , точное решение ( )x t t , 

при этом правая часть 2 3 3 3 3
1 1 1 2 2 2

1 1( ) ( )
2 3

y t t t t           . Результаты численных расчетов 
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ММЛП приведены в табл. 1. Сравнение колонок 7 и 8, 9 и 10, 11 и 12 показывает справедливость не-
равенства (15). Видно, что для фиксированных значений i , i , M  с уменьшением шага решение 
уточняется и удается продвинуться правее по отрезку.  

В табл. 2 приведены результаты ММСП. Сравнение колонок 7 и 8, 9 и 10, 11 и 12 также по-
казывает справедливость неравенства (15). При этом уменьшение шага приводит к уточнению 
решения и отрезок устойчивости увеличивается. 

 
Таблица 1 

Результаты расчетов ММЛП для вариантов 1 2 310 ; 10 ; 10M   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1  2  *T  h  *
2( )h T   *

1( )h T   *
10

h
k

T  *
10

h
i

T  *
210

h
k

T  *
210

h
i

T  *
310

h
k

T  *
310

h
i

T  

2
3  

1
3  

0,018 
0,004500 –0,001985 0,001191 0,1935 0,2050 0,2745 0,3075 0,3870 0,4613 
0,001125 0,000448 –0,000336 0,2261 0,3075 0,3263 0,4613 0,4455 0,6920 
0,000281 0,000082 –0,000017 0,2846 0,4613 0,3828 0,4613 0,5138 0,6920 

8
9  4

9  0,010 

0,001270 0,000136 –0,001491 0,0456 0,0468 0,0544 0,0592 0,0645 0,0667 
0,000316 0,000030 –0,000204 0,0500 0,0527 0,0598 0,0667 0,0699 0,0750 
0,000079 0,000013 –0,000063 0,0552 0,0592 0,0654 0,0667 0,0765 0,0844 
0,000020 0,000003 –0,000011 0,0614 0,0667 0,0719 0,0750 0,0829 0,0844 

 
Таблица 2 

Результаты расчетов ММСП для вариантов 1 2 310 ; 10 ; 10M   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1  2  *T  h  *
2( )h T   *

1( )h T   *
10

h
k

T  *
10

h
i

T  *
210

h
k

T  *
210

h
i

T  *
310

h
k

T  *
310

h
i

T  

2
3  

1
3  

0,018 
0,005143 –0,000283 –0,000557 0,2751 0,3076 0,3831 0,4613 0,5066 0,6920 
0,001161 –0,000021 –0,000019 0,4094 0,4613 0,5255 0,6920 0,7032 1,0380 
0,000141 –1,2∙10–7 –3,6∙10–7 0,6499 0,6920 0,8646 1,0380 1,0895 1,5570 

8
9  4

9  0,010 

0,000321 –1,9∙10–6 –3,9∙10–6 0,0712 0,0750 0,0824 0,0844 0,0824 0,0844 
0,000160 –4,8∙10–7 –9,1∙10–7 0,0781 0,0844 0,0895 0,0949 0,0895 0,0949 
0,000079 –1,2∙10–7 –2,3∙10–7 0,0848 0,0949 0,0972 0,1068 0,0972 0,1068 
0,000040 –3,3∙10–8 –5,7∙10–8 0,0919 0,0949 0,1047 0,1068 0,1047 0,1068 

 
Рисунок иллюстрирует характер 
неустойчивости численного реше-
ния уравнения (8) с помощью 
ММСП.  
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Заключение 
В работе описан программный комплекс для исследования численного решения неклассиче-

ского интегрального уравнения Вольтерра I рода, представляющего развивающуюся систему, 
которая состоит из трех возрастных групп. Расчеты показывают, что при росте модуля коэффи-
циента эффективности старших групп по сравнению с коэффициентом молодой группы система с 
течением времени ведет себя неустойчиво к возмущению начальных данных. Показано, что гра-
ница временного отрезка устойчивости численного решения не превосходит априорную оценку 
этой границы, полученную теоретически. 

 
Работа выполнена при частичной поддержке гранта РФФИ №15-01-01425-а. 
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This paper presents the software package for investigation of the stability region of  
a numerical solution of the test nonclassical integral Volterra equation of the first kind 
arising in the modeling of developing systems. We assume that the elements of the system are 
divided into several age groups. Each of groups operates with a certain efficiency. The nonclassical 
Volterra equation of the first kind with variable limits of integration describes the balance between 
the given level of system development and the number of its elements. The first part of the program 
contains a numerical solution of the test equation. This solution obtained by modified methods of left 
and middle rectangles. In the second part, we search the value of the a priori estimate of  
the time interval boundary. In this inerval the error in the numerical solution does not 
exceed a given value. 

Keywords: developing system, three age groups, test Volterra equations of the first kind, 
numerical solution, instability, initial data error. 
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