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Введение 
В комплексе работ по оценке параметров юстировки телевизионной системы измерения уг-

лового положения (ТСИУП) динамического стенда (ДС) с газовой опорой важное место занимает 
вопрос определения радиуса сферической поверхности, огибающей центры диафрагм реперов-
излучателей (РИ) [1–4]. РИ размещают на сфере с центром, совпадающим с центром вращения 
ДС, для исключения неопределенности положения РИ вдоль оси визирования ТСИУП. Выставка 
координат центров диафрагм РИ на сферической поверхности осуществляется при их сборке и 
установке на специальной платформе, крепящейся на шаровой опоре ДС. При этом множество 
центров диафрагм РИ образует прерывистую сферическую поверхность, в общем случае имею-
щую отклонения от формы сферы из-за ошибок выставки.  

Известные прямые и косвенные методы определения радиуса сферической поверхности, ос-
нованные на результатах измерений c помощью специальных накладных измерительных уст-
ройств, базирующихся непосредственно на поверхности, радиус кривизны которой определяется, 
неприменимы из-за отсутствия в данном случае установочной измерительной базы для накладно-
го измерительного прибора [5, 6]. 

Косвенные методы определения радиуса прерывистой сферической поверхности, основанные 
на измерении пространственных координат точек, расположенных на этих поверхностях [7–9], 
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Разработаны теоретические положения метода парных расстояний применительно к оп-
ределению радиуса сферической поверхности, имеющей отклонения формы. Для реализации 
метода на исследуемой поверхности размещают реперные точки и измеряют между ними ли-
нейные расстояния. Рассмотрен наиболее общий случай определения радиуса, когда парные 
расстояния измеряются с погрешностями, а сфера имеет случайные отклонения формы.  

Рассматриваемый подход является развитием метода определения радиуса сферической 
поверхности по расстояниям, измеренным между 4 расположенным на поверхности точкам. 
Указанное количество точек является минимально необходимым для решения задачи. Пред-
ставлена реализация метода для определения радиуса сферической поверхности по расстоя-
ниям, измеренным между произвольным, большим 4, количеством расположенных на по-
верхности точек. 

В рамках разработанного метода получены аналитические выражения радиуса сфериче-
ской поверхности через расстояния между парами точек и вычислены среднеквадратические 
отклонения погрешностей оценок радиуса, вызванные погрешностями измерения расстояний 
и отклонением формы. Определены условия оптимальности конфигураций задаваемого коли-
чества точек на сфере, обеспечивающих минимальную дисперсию оценки радиуса. 

Метод позволяет исключить применение дорогостоящих координатных машин для полу-
чения оценки радиуса, так как для измерения парных расстояний можно использовать про-
стой серийный измерительный инструмент. Оценка параметров методом парных расстояний 
целесообразна в случае крупногабаритных прерывистых поверхностей, когда измеряемая по-
верхность составляет только часть общей поверхности, прямые измерения невозможны из-за 
недоступности измерительных баз. Метод нашел приложение в комплексе работ по оценке 
параметров юстировки телевизионной системы измерения углового положения динамическо-
го стенда с газовой опорой. 

Ключевые слова: сферическая поверхность с отклонением формы, определение радиуса 
методом парных расстояний, оценка погрешностей, оптимальное расположение точек на 
сфере. 
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требуют применения дорогостоящих систем измерения, таких как координатно-измерительные 
машины [10, 11] или лазерные трекеры [12].  

В предыдущем номере журнала, в статье автора «Метод определения радиуса сферической 
поверхности» предложен метод определения радиуса сферы, основанный на измерениях линей-
ных расстояний между точками поверхности сферы. Рассмотрен случай определения радиуса 
сферической поверхности по минимально необходимому для решения задачи количеству точек, 
равному четырем. 

В настоящей статье для повышения точности оценки радиуса полученное решение обобщено 
на случай, когда количество фиксируемых на сфере точек больше четырех, что практически вы-
зывает необходимость учета отклонения измеряемой сферической поверхности от формы сферы. 
Выполнить оценку радиуса сферической поверхности предлагается на основе разработанного 
автором метода, использующего измерения расстояний между парами точек, принадлежащих 
поверхности [13, 14].  

В следующих разделах представлены два метода определения радиуса сферической поверх-
ности, имеющей отклонения формы, основанные на линейных измерениях расстояний между за-
данным количеством точек, зафиксированным на измеряемой поверхности. Для каждого метода 
получены аналитические выражения радиуса сферической поверхности через расстояния между 
парами точек. Вычислены среднеквадратические отклонения погрешностей оценки радиуса, вы-
званные погрешностями измерения расстояний и отклонением формы. Определены условия оп-
тимальности конфигураций задаваемого количества точек на сфере, обеспечивающих минималь-
ную дисперсию оценки радиуса. 

 
1. Метод парных расстояний в задаче оценивания радиуса сферической поверхности  
с учетом отклонения формы 
Пусть измеряемая сферическая поверхность имеет случайные отклонения от формы сферы с 

заданной дисперсией и нулевым математическим ожиданием. 
Зафиксируем на измеряемой поверхности N точек так, чтобы, по крайней мере, четыре из них 

не лежали в одной плоскости. Центр аппроксимирующей сферической поверхности совместим с 
началом системы координат XYZO. Квадрат расстояния 2

ijS  между расположенными на поверх-
ности точками i и j с координатами – xi, yi, zi и xj, yj, zj составит 

 2 2 2 2ij i j i j i j i jS r r x x y y z z     ,                 (1) 

где ri , rj – расстояния от начала системы координат XYZO до точек i и j. 
Рассматривая все возможные парные расстояния между N точками, запишем (1) в матричной 

форме 
T 2 2

N α α R S ,                      (2) 
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1 2

1 2

1 2

N

N

N

x x ... x
y y ... y
z z ... z

 
   
  

α ,  

2 2 2 2 2
1 1 2 1

2 2 2 2 2
2 2 1 2 2

2 2 2 2 2
1 2

2

21
2

2

N

N

N N N

r r r ... r r

r r r ... r r
... ... ... ...

r r r r ... r

  
 

    
 
   

R ,  

2 2
12 1

2 2
212 2

2 2
1 2

0

01
2

0

N

N
N

N N

S ...S
S ...S
... ... ... ...

...S S

 
 
   
 
  

S . 

Матрицы половин истинных квадратов расстояний 2
NS  и половин измеренных квадратов 

расстояний 2
NC  связаны между собой соотношением 

2 2
N N N C S E ,                      (3) 

где EN – матрица половин погрешностей измерения квадратов парных расстояний. 
Матрицы истинных SN и измеренных CN парных расстояний связаны соотношением 

N N N C S d ,                      (4) 
где dN – матрица погрешностей измерения парных расстояний, элементы которой независимы, 
центрированы и имеют дисперсию 2

s . 
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Элементы матрицы EN с точностью до малых величин второго порядка равны 
, ( , 1, ..., )ij ij ijE d C i j N  .                   (5) 

Пренебрегая малыми величинами второго порядка, с учетом (3), преобразуем выражение (2) к виду 

 T 2 2 T
0 N NR      α α R C Δr Δr E                  (6) 

при  
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Δr , 

где R – искомый радиус аппроксимирующей сферической поверхности; ΔRi – случайные откло-
нения от формы сферы в каждой из N точек измеряемой поверхности, определяемые вдоль ра-
диуса R как разность между R и расстоянием от центра сферы до фиксируемой точки. 

Рассмотрим обобщение ранее рассмотренного метода оценки радиуса сферы по четырем 
точкам для случая N точек. Основываясь на том, что ранг матрицы T 2 2

N α α R S  равен трем, а 
матрицы 2

NS  четырем, будем искать радиус R как результат решения уравнения 
2 2det( ) 0N R C .                     (7) 

Применение для оценки радиуса уравнения (7) позволяет использовать всю информацию об 
измеренных парных расстояниях между расположенными на измеряемой поверхности точками. 

Применяя к решению уравнения (7) подход, ранее использованный для случая расположения 

на исследуемой сферической поверхности 4 точек, получаем, что величина 2
1

R
 есть сумма ком-

понент N-мерного вектора *x , являющегося решением системы линейных уравнений 
2 *
N C x b ,                       (8) 

где b  – вектор, состоящий из N единиц. 
Система уравнений (8) относится к классу линейных систем с неполным рангом. Для ее ре-

шения применим соответствующую схему теории метода наименьших квадратов [15], осуществ-
ляя псевдообращение матрицы 2

NC , и получим решение для радиуса аппроксимирующей сфери-
ческой поверхности 

 
*

T 2

1

N

R



b C b

, 

где  2
N


C  – псевдообратная матрица для матрицы 2

NC . 

Для вычисления псевдообратной матрицы проведем спектральное разложение матрицы 2
NC  

и запишем (8) в следующем виде: 
T * VΣV x b ,                      (9) 

где V – матрица, состоящая из собственных векторов матрицы 2
NC ; Σ  – диагональная матрица 

собственных значений матрицы 2
NC . 

С учетом того, что ранг матрицы 2
NS  равен четырем, а матрица 2

NC  отличается от матрицы 
2
NS  на малые погрешности, связанные с погрешностями измерения парных расстояний и откло-

нениями от формы сферы, N – 4 наименьших собственных значений матрицы 2
NC  приравняем к 

нулю, обеспечивая тем самым фильтрацию погрешностей исходных данных. Вводя следующие 
обозначения для векторов T *z U x  и Tp U b , где U – матрица, столбцы которой составлены из 
собственных векторов матрицы 2 ,NC  соответствующих ее четырем наибольшим собственным 
значениям, вычислим четыре компоненты вектора 
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i
i

i

pz 


,                      (10) 

где i  (i = 1, 2, 3, 4) – наибольшие собственные значения матрицы 2
NC ; ip  – компоненты вектора p. 

С учетом (9), (10) и того факта, что сумма компонент вектора *x  равна величине 2
1

R
, получим 

значение оценки радиуса сферы в следующем виде: 
*

4
* 2

1 1

1 1
N

i i i
i i

R

x z
 

 

 
.                  (11) 

Отметим, что применяемая статистическая схема оценивания радиуса сферы, основанная на 
методе наименьших квадратов, позволяет уменьшать погрешности оценки радиуса сферы при 
последовательном увеличении количества точек, между которыми измеряются парные расстоя-
ния. Фильтрация погрешностей происходит путем обнуления N – 4 наименьших собственных 
значений матрицы половин измеренных квадратов парных расстояний при ее псевдообращении. 
Метод назван мультипликативным, поскольку минимизируемый функционал представляет про-
изведение собственных значений исследуемой матрицы Tα α .  

Оценим точность полученного решения. Для этого вычислим среднеквадратическое откло-
нение (СКО) оценки радиуса сферы *R . Пусть x  – вектор решений системы 

2
N S x b ,                     (12) 

где *  x x Δx  – вектор решений системы (8); Δx  – вектор погрешностей решения, присутст-
вующий из-за погрешностей измерения парных расстояний и отклонений сферы от формы. 

Вычитая (12) из (8) с учетом (6), получаем с точностью до малых величин второго порядка 
вектор погрешностей решения (8) в виде 

 2 *
N N


 Δx C ε x ,                   (13) 

где  T
N NR    ε Δr Δr E  – суммарная матрица погрешностей измерения расстояний и от-

клонений от формы сферы. 

Умножая обе части равенства (13) слева на 
T

b  и выполняя операцию взятия математическо-

го ожидания, получаем значение дисперсии величины *2
1

R
 

2 *T 2 * 2 *T
*2
42N

s N mD
R

   Y C Y Y b ,               (14) 

где *Y  – вектор, составленный из квадратов компонент вектора *x  решения системы (8); 2
m  – 

дисперсия отклонения измеряемой сферической поверхности от формы; 2
s  – дисперсия погреш-

ностей измерения парных расстояний. Искомое среднеквадратическое отклонение R  погрешно-
сти оценки радиуса сферы *R  определяется подстановкой значения дисперсии ND  в формулу 

 3*1
2

N
R R D  . 

 
2. Определение оптимальных конфигураций точек на сферической поверхности,  
имеющей отклонения формы 
Для определения оптимальных планов конфигураций N точек на сфере, имеющей откло-

нения формы, обеспечивающих минимум дисперсии ND , необходимо минимизировать функ-
ционал 

2 *T 2 * 2 *T
*2
42 minN

s N mD  
R

    Y C Y Y b               (15) 
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при наличии ограничений: 
2 *
N C x b ,                     (16) 

T
2

1*

R
b x .                     (17) 

В совокупности функционал (15) и уравнения ограничений (16), (17) представляют задачу 
поиска условного экстремума, которая может быть решена методом неопределенных множителей 
Лагранжа. В результате решения было установлено, что глобальный минимум 

2 2

0 6 2
2 41N s mD

NR N

  
   

 
                  (18) 

дисперсии ND  имеет место в тех случаях, когда вектор *x  решения системы (8) имеет равные 
между собой компоненты, являющиеся одновременно компонентами собственного вектора мат-
рицы 2

NC , соответствующего собственному значению 2NR . Для этих оптимальных планов кон-
фигураций точек на сфере СКО погрешности оценки радиуса сферы составляет 

 0

2 2
3

0 2
1
2 2

N s m
R R D

NN
 

    .                (19) 

Из (19) следует, что для оптимальных планов конфигураций точек на сфере, оценка радиуса 
сферы является несмещенной и асимптотически эффективной по отношению к количеству точек, 
между которыми измеряются парные расстояния. 

Далее рассмотрим второй метод оценки радиуса сферы, имеющей отклонения формы, осно-
ванный на анализе собственных значений матрицы T 2 2

N α α R S . 
В силу того, что ранг матрицы T 2 2

N α α R S  равен трем, наличие N – 3 отличных от нуля 
собственных значений матрицы 2 2

0 NR C  вызвано присутствием в выражении (6) суммарной 

матрицы возмущений, равной  T
NR  Δr Δr E . 

Обозначим расположенные в порядке убывания собственные значения матриц 2 2
NR S  и 

2 2
0 NR C  соответственно *

i  и i , (i = 1, 2, …, N). Принимая во внимание, что * 0i  , для 

i = 4, 5, ..., N, след матрицы 2 2
NR S , равный 2

1

N

i
i

r

 , запишем в следующем виде: 

3
2 * *

1 1 2 2 3 3
1 1 1

N N

i i i
i i i

r
  

                  .           (20) 

Приращения 1 2 3, ,    к собственным значениям, связанные с суммарной матрицей воз-

мущений  T
NR   Δr Δr E , в линейном приближении составят [16] 

 T T
i i N iR     ψ Δr Δr E ψ ,                (21) 

где iψ  – собственные векторы матрицы 2 2
0 NR C , соответствующие собственным значениям i , 

i = 1, 2, 3. 
Преобразуя левую часть выражения (20) и исключая малые величины второго порядка, за-

пишем (20) с учетом (21) в виде 
3 3

2 T T
1 2 3

1 1 1
2 2

N

i i i N i i
i i i

NR R R ΔR
  

          ψ Δrψ ψ E ψ .         (22) 

Исключая в (22) слагаемые, значения которых случайны и неизвестны, получаем уравнение, 
корнем которого является оценка 2R̂  квадрата радиуса аппроксимирующей сферы 

2 1 2 3ˆ 0R
N

    
  .                  (23) 
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Фильтрация погрешностей происходит путем обнуления N – 3 наименьших собственных 
значений матрицы Tα α , вызванных погрешностями измерений парных расстояний и отклонени-
ем формы сферы. Метод назван аддитивным, поскольку минимизируемый функционал представ-
ляет сумму собственных значений исследуемой матрицы Tα α .  

Поскольку истинное значение квадрата радиуса, как следует из (22) и (23), равно 

     
3 3

T T
2 2 2

1 2 32 1 1 1
2 2

N

i i i N i i
i i i

R R ΔRλ R λ R λ R
R

N N
  

  
 

  ψ Δrψ ψ E ψ
,      (24) 

то, линеаризуя выражение 
     2 2 2

1 2 3λ R λ R λ R

N

 
 в точке оценки квадрата радиуса 2R̂  и вы-

читая(23) из (24), получаем значение случайной составляющей погрешности 2ˆΔR  оценки 2R̂  в 
виде 

3 3
T T

2 1 1 1
3

1

2 2
ˆ

N

i i i N i i
i i i

i
i

R R ΔR
R

N a

  



 
 



  



ψ Δrψ ψ E ψ
,             (25) 

где 
2

1

N

i ij
j

a


 
   
 
 , ij  (j = 1, 2, ..., N) – элементы вектора ψi , i = 1, 2, 3. 

Возведя в квадрат выражение (25), осуществляя операцию взятия математического ожидания 
и учитывая независимость случайных матриц EN и Δr , определим дисперсию  2ˆD ΔR  погреш-

ности 2ˆΔR  в виде 

   

3 3

2 22 1 12 2
2

ˆ4ˆ ˆD M
ij

i jm

K
RΔR ΔR         


,             (26) 

где 
3

1
i

i
Φ N a


  ; 

3 3

1 1
ij

i j
K

 
  – сумма элементов ijK  ковариационной матрицы K вектора 

TT T T
1 1 2 2 3 3N N N 

 ψ E ψ ψ E ψ ψ E ψ , определяемых по формуле 

     T T 2 2

1 1
M 2

N N

ij i N i j N j s mn mi ni mj nj
n m

K C
 

         ψ E ψ ψ E ψ .        (27) 

Используя линеаризацию функции 2R R  в точке вычисленного значения 2R̂ , для диспер-
сии  ˆD ΔR  оценки R̂  имеем 

   

3 3

2
1 12

2 2 2
1ˆ ˆ
ˆ ˆ4 4

ij
i jm

K
D R D R

R R
         


.              (28) 

Определим верхнюю границу для дисперсии  ˆD ΔR . Используя для рассматриваемого слу-

чая неравенство Коши – Буняковского, получаем  2ij ii jjK K K , откуда оценка сверху для сум-

мы элементов ijK  ковариационной матрицы K составит 
23 3 3 3 3

1 1 1 1 1
ij ii jj ii

i j i j i
K K K K

    

 
   

 
   .              (29) 
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Оценку сверху bK  для диагональных элементов iiK , i = 1, 2, 3 найдем, подставляя в формулу 
(27) вместо Cmn максимально возможное расстояние между двумя точками на сфере, равное диа-
метру сферы: 

2 2 2 2 2 2

1 1

ˆ8 8
N N

ii b s ni mi s
n m

K K R R
 

        .              (30) 

Проведя подстановку (30) в (29), имеем 

 
3 3 2 2 2

1 1

ˆ3 72ij b s
i j

K K R
 

   .                (31) 

Подставляя (31) в (28), находим верхнюю границу bD  дисперсии  ˆD ΔR  оценки R̂  в виде 
2 2

2
18m s

bD  
 
 

.                   (32) 

Из (32) следует, что верхняя граница дисперсии bD  оценки R̂  зависит от дисперсии 2
m , оп-

ределяющей отклонения формы измеряемой поверхности, дисперсии 2
s , характеризующей по-

грешность средств измерения парных расстояний и параметра Ф, зависящего от протяженности 
измеряемой сферической поверхности, количества и взаимного расположения на ней фиксиро-
ванных точек N. Отметим, что из (32) также следует, что верхняя граница дисперсии оценки ра-
диуса стремится к бесконечности, когда значение Ф стремится к 0. Последнее имеет место, когда 
исследуемая поверхность сферы сжимается в точку или когда все точки располагаются в одной, 
не диаметральной плоскости сферы. 

Исследование влияния на параметр Ф протяженности измеряемой сферической поверхности, 
конфигурации и количества точек N осуществлялось имитационным моделированием. Рассмат-
ривалось четыре варианта протяженности измеряемых поверхностей, охватывающих поверх-
ность сферы с центральным углом 30°,  90°,  180°, 360° . В каждом варианте протяженности 
сферической поверхности случайным образом располагали от 5 до 20 точек на исследуемой по-
верхности с использованием равномерного закона распределения углов, определяющих широту и 
долготу каждой точки. Для получения усредненного значения параметра Ф осуществлялось три-
дцать реализаций случайного размещения точек на измеряемой поверхности. 

Анализ полученных данных показал, что для всех вариантов протяженности исследуемой 
сферической поверхности значение параметра Ф увеличивается почти прямо пропорционально с 
увеличением количества точек N, участвующих в измерении парных расстояний. Это приводит к 
уменьшению верхней границы дисперсии оценки R̂  с ростом N, что позволяет сделать вывод о 
состоятельности предлагаемой оценки радиуса сферической поверхности. Увеличение же абсо-
лютного значения параметра Ф при увеличении протяженности сферической поверхности свиде-
тельствует о повышении эффективности оценки R̂  с увеличением протяженности измеряемой 
сферической поверхности. Максимальное значение параметр Ф (Ф N ) принимает при распо-
ложении точек на всей поверхности сферы. В этом случае из формулы (32) следует, что оценка 
R̂  является асимптотически эффективной по отношению к принятому количеству точек N, меж-
ду которыми проводятся измерения парных расстояний, так как значение дисперсии bD  при 
N   пропорционально величине 2

m N . 
 
Заключение 
Разработаны 2 метода определения радиуса сферической поверхности, имеющей отклонения 

формы, основанные на линейных измерениях парных расстояний между заданным количеством 
точек, зафиксированным на измеряемой сферической поверхности. Получены аналитические вы-
ражения радиуса сферической поверхности через расстояния между парами точек. Вычислены 
среднеквадратические отклонения погрешностей оценки радиуса, вызванные погрешностями из-
мерения расстояний и отклонением формы. Определены условия оптимальности конфигураций 
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задаваемого количества точек на сфере, обеспечивающих минимальную дисперсию оценки ра-
диуса. Доказана состоятельность и асимптотическая эффективность получаемых оценок. 
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PAIRWISE DISTANCES METHOD FOR DETERMINING RADIUS  
OF SPHERICAL SURFACE WITH SHAPE DEVIATION 
 
B.M. Sukhovilov, sukhovilovbm@susu.ru 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
 
 

The theoretical positions of the pairwise distance method have been developed as applied to  
the determination of the radius of a spherical surface with shape deviation. To implement the method, 
the reference points are placed on the surface under investigation and linear distances are measured 
between them. The most general case of radius determination is considered, when pairwise distances 
are measured with errors, and the sphere has random deviations of shape. 

The considered approach is the development of the method for determining the radius of  
a spherical surface over distances measured between four points located on the surface. The speci-
fied number of points is the minimum necessary to solve the problem. The implementation of  
the method for determining the radius of a spherical surface over distances measured between an ar-
bitrary, large, 4-number of points located on the surface is presented. 

In the framework of the developed method, analytical expressions for the radius of a spherical 
surface are obtained through distances between pairs of points and the root-mean-square deviations 
of errors in the estimates of the radius caused by errors in measuring distances and deviation of  
the shape are calculated. Conditions for the optimality of the configurations of a given number of 
points on the sphere that ensure the minimal variance of the estimate of the radius are determined. 

The method makes it possible to exclude the use of expensive coordinate machines to obtain  
a radius estimate, since a simple serial measuring tool can be used to measure pair distances.  
The evaluation of parameters by the pairwise distances method is suitable in the case of large discon-
tinuous surfaces, when the measured surface is only a part of the total surface, direct measurements 
are impossible due to the inaccessibility of the measuring bases. The method was applied in a com-
plex of works on the evaluation of the parameters of the alignment of a television system for measuring 
the angular position of a dynamic stand with a gas support. 

Keywords: spherical surface with shape deviation, determination of the radius by the method of 
pairwise distances, error estimation, the optimal configurations of points on the sphere. 
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