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Введение 
В современных технологиях, связанных с процессами теплопереноса, особое внимание уде-

ляется процедуре температурного контроля объекта и выбору соответствующих температурных 
режимов, позволяющих реализовывать требуемые свойства объекта. Изучение влияния выбран-
ных режимов на характеристики объекта, когда по результатам температурных измерений вблизи 
поверхности тела необходимо определить температуру во внутренних точках, вызывает большой 
интерес [1–5]. Математические модели теплопереноса, как правило, включают в себя уравнение 
или систему уравнений теплопроводности, граничные условия, формируемые из результатов из-
мерений температурных функций вблизи поверхности и начальных условий, определяемых тем-
пературным состоянием тела в начальный момент времени. Задача определения температуры 
внутри тела по известному тепловому режиму, заданному на внешней поверхности, относится к 
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Предложен метод определения температуры при нелинейном теплопереносе внутри ци-
линдрического тела с неизвестной начальной температурой. Исходными данными являются 
результаты измерений температурных функций вблизи поверхности тела. Рассматриваемая 
задача возникает при термической обработке изделий в камерных печах. Математическая мо-
дель процесса включает в себя нелинейное уравнение теплопроводности, учитывающее зави-
симость теплофизических свойств материала от температуры, и граничные условия, характе-
ризующие процесс теплообмена на поверхности тела. Для определения температуры внутри 
тела предложен метод дискретной регуляризации, позволяющий последовательно находить 
температуру в направлении от поверхности к оси цилиндра. Вычислительная схема метода 
предполагает использование стабилизирующих функционалов, а также конечно-разностных 
уравнений для определения температурных значений по пространственной переменной, что 
позволяет уменьшить влияние неизвестных начальных условий. Использование стабилизи-
рующих функционалов позволяет обеспечить устойчивость вычислительной процедуры отно-
сительно погрешности исходных данных. В статье приведены результаты исследований ус-
тойчивости вычислительной схемы. С целью проверки принципиальной возможности опреде-
ления температуры и получения экспериментальных оценок температурных погрешностей 
проведен вычислительный эксперимент. В эксперименте выполнен расчет температурного 
поля цилиндра с неизвестной начальной температурой, проведен сравнительный анализ най-
денных температурных функций с тестовыми значениями и получены экспериментальные 
оценки уклонений вычисленных температур от тестовых значений. Результаты вычислитель-
ного эксперимента представлены в работе, согласуются с теоретическими оценками и под-
тверждают эффективность и надежность предлагаемой вычислительной схемы.  

Ключевые слова: теплоперенос, обратная задача; метод регуляризации; метод обра-
ботки информации; устойчивость; оценка погрешности. 
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классу обратных задач, и для ее решения необходимо использовать регуляризующие алгоритмы, 
позволяющие получать приближенные решения, устойчивые относительно погрешности исход-
ных данных. С разработкой и исследованием методов решения обратных задач связаны работы 
многих исследователей [6–14]. Существенная особенность численных методов решения обрат-
ных задач заключается в том, что они разрабатываются с учетом известных начальных условий. 
С другой стороны, многие процессы теплопереноса связаны с ситуацией, когда в начальный мо-
мент времени невозможно измерить температуру внутри тела. Такая ситуация возникает при 
комплексной термообработке изделий на этапе отпуска или нормализации. Это приводит к воз-
никновению задач с неизвестными начальными условиями.  

В данной работе рассматривается задача определения температуры во внутренних точках 
цилиндрического тела, подвергаемого отпуску в процессе комплексной термообработки. Ис-
ходными данными являются результаты измерений, полученные от внешних температурных 
датчиков. В задаче требуется определить изменения температуры внутри тела при выбранном 
внешнем тепловом режиме воздействия на поверхность тела. Математическая модель теплопе-
реноса включает уравнения теплопроводности, коэффициенты которого зависят от температу-
ры, и граничных условий. Существенной особенностью данной задачи является наличие по-
грешностей в результатах измерения, а также отсутствие информации о начальной температуре 
тела.  

В статье предложен метод определения температуры во внутренних точках по результатам 
поверхностных измерений. Метод основан на использовании конечно-разностных уравнений и 
регуляризирующих функционалов. Основная идея метода заключается в том, что, в отличие от 
существующих подходов, на каждом шаге неизвестная температурная функция определяется 
относительно пространственной переменной. Таким образом, схема позволяет одновременно 
найти температуру внутри рассматриваемой области вплоть до оси цилиндра и уменьшить 
влияние неизвестных начальных условий на результаты вычислений. Подобный подход был 
предложен в [15] в ситуации линейного теплопереноса при неизвестной начальной температуре 
объекта.  

В работе показана локальная устойчивость метода при соответствующем соотношении шагов 
дискретизации и параметра регуляризации, приведены результаты сравнительного анализа полу-
чаемых температур с тестовыми значениями, а также получены оценки температурных погреш-
ностей. Полученные оценки согласуются с теоретическими результатами и свидетельствуют о 
том, что предложенная вычислительная схема позволяет прогнозировать температуру во внут-
ренних точках тела, подвергаемого внешнему тепловому воздействию.  

 
Постановка задачи  
В работе рассматривается задача, связанная с процессом теплопереноса в цилиндре радиу-

сом   (рис. 1а). При термической обработке в печи тело подвергается внешнему тепловому воз-
действию, продолжительность воздействия ограничена величиной T . Температура в каждой 
внутренней точке A  в текущий момент времени t  характеризуется функцией  ,u A t .  

Основные теплофизические свойства материала: теплоемкость, плотность и коэффициент 
теплопроводности в каждой внутренней точке A  зависят от значения температуры в текущий 
момент времени t . Специфика процесса термообработки позволяет принять следующие допуще-
ния. Тепловое воздействие, осуществляемое через боковую поверхность S  , одинаково в каж-
дой точке S   и достаточно велико по сравнению с тепловыми изменениями, получаемыми через 
торцы. Тепловое воздействие регулируется в каждый момент времени t  и плотность тепловых 
потоков характеризуется функцией ( )q t . Полагаем, что температура принимает постоянные зна-
чения вдоль любой прямой, параллельной оси цилиндра.  

Принятые допущения позволяют свести задачу об определении температуры внутри тела к 
задаче распространения тепла в сечении цилиндра плоскостью, перпендикулярной оси цилиндра 
(рис. 1б). 
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Существенная особенность технологического процесса термообработки в 

следующем. Термообработка в печи является промежуточным этапом комплексной термообр
ботки, и к началу этого этапа сохраняется влияние остаточных тепловых процессов во внутре
них точках. Учитывая, что доступной для измерения областью явля
ность тела, получаем, что температура во внутренних точках в начальный момент времени не 
может быть получена из результатов измерений и является неизвестной.

Математическая модель рассматриваемого процесса теплопереноса в полярной
ординат имеет следующий вид: 

1( ) ( ) ( ) , , ;u uc u u u r r t Q
t r r r

          

     ,
, , ( ) , 0, ,

u t
u t p t u q t t T

r


    





где r  – текущий радиус, область 
рична, коэффициенты ( ), ( ), ( )c u u u 
эффициента теплопроводности в каждой точке тела в каждый момент времени, функция 
формируется из результатов измерений температуры вблизи поверхности тела, а функция 
характеризует плотность теплового потока на поверхности тела. В этой задаче требуется найти 

( , )u r t , удовлетворяющую (1), (2), а также тем
   0, ( ), 0, .u t t t T     

Существование точного решения 

задачи (1)–(3) при действительных значениях 
ственность решения в некоторой подобласти 

Принимая во внимание, что при термообработке изделия в камерных печах в силу инертн
сти теплопереноса нагрев изделия происходит постепенно, а также учитывая продолжительность 
и наибольшую температуру нагрева, полагаем, что имеют место следующие допущения:

( )max ( , ) ,
T

r t

Q
u r t e     max max ,max ,max  u .

При определении температуры 
проведении измерений вблизи поверхности тела неизбежно возникают уклонения измеренных 
величин p , q  от действительных значений 
цию представим следующим образом. 
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Рис. 1. Схема нагрева цилиндра 
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следующем. Термообработка в печи является промежуточным этапом комплексной термообр
ботки, и к началу этого этапа сохраняется влияние остаточных тепловых процессов во внутре
них точках. Учитывая, что доступной для измерения областью является только внешняя повер
ность тела, получаем, что температура во внутренних точках в начальный момент времени не 
может быть получена из результатов измерений и является неизвестной. 

Математическая модель рассматриваемого процесса теплопереноса в полярной
ординат имеет следующий вид:  
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текущий радиус, область (0, ) (0, )TQ T  , температурная функция 
( ), ( ), ( )c u u u   соответствуют значениям теплоемкости, плотности и к

эффициента теплопроводности в каждой точке тела в каждый момент времени, функция 
из результатов измерений температуры вблизи поверхности тела, а функция 

характеризует плотность теплового потока на поверхности тела. В этой задаче требуется найти 
, удовлетворяющую (1), (2), а также температуру на оси цилиндра  

            

Существование точного решения    2 ,1 1,
2 2

0 ( , ) T Tu r t H Q H Q
 

 
  , (0,1)

(3) при действительных значениях 0 ( )p t  и 0 ( )q t  доказано в работах [6], [16], а еди
венность решения в некоторой подобласти TD Q   обоснована в [6].  

Принимая во внимание, что при термообработке изделия в камерных печах в силу инертн
теплопереноса нагрев изделия происходит постепенно, а также учитывая продолжительность 

и наибольшую температуру нагрева, полагаем, что имеют место следующие допущения:

max max ,max ,max  u .tt rr rrrQ Q Q
u u C   

  
    

При определении температуры ( , )u r t  во внутренних точках необходимо учитывать, что при 
проведении измерений вблизи поверхности тела неизбежно возникают уклонения измеренных 

т действительных значений 0 ( )p t  и 0 ( )q t . В математической модели эту ситу
цию представим следующим образом. Вместо точных значений 0 ( )p t , 0 ( )q t
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Существенная особенность технологического процесса термообработки в печи заключается в 
следующем. Термообработка в печи является промежуточным этапом комплексной термообра-
ботки, и к началу этого этапа сохраняется влияние остаточных тепловых процессов во внутрен-

ется только внешняя поверх-
ность тела, получаем, что температура во внутренних точках в начальный момент времени не 

Математическая модель рассматриваемого процесса теплопереноса в полярной системе ко-

        (1) 

        (2) 

, температурная функция ( , )u r t  – осесиммет-
соответствуют значениям теплоемкости, плотности и ко-

эффициента теплопроводности в каждой точке тела в каждый момент времени, функция ( )p t  
из результатов измерений температуры вблизи поверхности тела, а функция ( )q t  

характеризует плотность теплового потока на поверхности тела. В этой задаче требуется найти 

        (3) 

(0,1) ,    0, 0,TQ T   

доказано в работах [6], [16], а един-

Принимая во внимание, что при термообработке изделия в камерных печах в силу инертно-
теплопереноса нагрев изделия происходит постепенно, а также учитывая продолжительность 

и наибольшую температуру нагрева, полагаем, что имеют место следующие допущения: 

        (4) 

во внутренних точках необходимо учитывать, что при 
проведении измерений вблизи поверхности тела неизбежно возникают уклонения измеренных 

. В математической модели эту ситуа-

0 ( )q t  известны некоторые 
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приближения ( )p t , ( )q t  и   такие, что  0 0max ( ) , ( )p t p q t q    ‖ ‖‖ ‖ . Таким образом, 

необходимо по приближенным данным ( )p t , ( )q t  и   найти функцию ( , )u r t , удовлетворяю-
щую (1), (2), а также температуру ( )t  на оси цилиндра.  

 
Метод прогнозирования температуры  
Вычислительная процедура прогнозирования температуры основана на методе дискретной 

регуляризации и заключается в следующем. Введем в рассмотрение конечно-разностную сетку:  

 , : ( 1 ) , ( 1) ;

/ ; / ; 1, 1; 1, 1,

i jr t r N i h t j
G

h N T M i N j M

       
       

 

где h  и   – шаги сетки по переменным r  и   соответственно, а также множество дискретных 
функций   ,,i j i jV v r t v  , заданных на G . Используя конечно-разностный аналоги частных 

производных, представим (1), (2) в следующем виде: 
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   

  
 

1, , 1,
, 2

2
, 2, , 1, 1.i j i j i j

i j
v v v

i N k M
h

  
                   (5) 

1, 2,
1,

, , 1, 1j
j j j j

j

q
v p v p h j M   


.                (6) 

Учитывая характеристики технологического процесса и результаты, представленные в [17, 
18], полагаем, что ( ), ( ), ( )c u u u   положительны, дважды непрерывно дифференцируемы в соот-
ветствующей области и определяются формулами: 

, 0 , , 0 , , 0 ,( ) , ( ) , ( ) ,i j c i j i j i j i j i jc u c k u u k u u k u                       (7) 

где значения   0 ,0 ,c c u     0 , ,u t       0 ,0u    , а величины , ,ck k k   согласова-
ны с соответствующими характеристиками, представленными, например, в [18].  

Основная идея предлагаемого метода заключается в том, что на каждом следующем шаге итера-
ционного процесса, используя (5), вычисляют значения 1,i jv   в точках  1,i jr t  для всех 1,j M : 

 
2

, , , 1 , ,
1, , , 1,

1, , 1, ,

( 1) ( 1)
,

( 1) ( 1)
i j i j i j i j i j

i j i j i j i j
i j i j i j i j

c i h v v i
v v v v

i i


 
 

    
   

        
         (8) 

начиная от точки  ,i jr t , 3,i N , расположенной вблизи внешней границы, к точке  1,N jr t , 

расположенной на оси цилиндра. Коэффициенты ,, ,, ,ii ijj jc   вычисляются по формуле (7). 
Особенность задачи заключается в том, что непосредственное использование уравнения (8) 

не позволяет получать приближенные решения, устойчивые относительно погрешности исход-
ных данных. Для обеспечения устойчивости метода поступают следующим образом. При вычис-
лении коэффициента 1,i j  в (8) используется модифицированное соотношение (7) с введенным в 

него стабилизирующим функционалом  , 0 ,1 ii j jk v     , включающим параметр регуля-
ризации  . Значение параметра   и величину h  согласуют с   и  .  

 
Устойчивость вычислительной схемы метода  
Исследуем устойчивость вычислительной схемы, используя подход, принятый в теории ре-

гуляризации [2], [13], введя в рассмотрение функции iw , определяемые формулой 

1 1, ,
1, 1

max .i i j i j
j M

w v v 
 

   
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Согласуем значение N , характеризующее дискретизацию по пространственной переменной, 
с количеством измерений  1M  , а параметр регуляризации   выберем так, чтобы при извест-
ном значении  1M   величина температурной погрешности удовлетворяла бы неравенству 

1Nw K   , где K  – некоторая константа. Введем следующие параметры: 

1, 1
max j

j M
S q

 
 ,  

 
 
,

, 1, ,

1
max

1
i j

i j i j i j

i
i

 
 

   
,  

 
  

2
, ,

, 1, ,

1
max

1
i j i j

i j i j i j

c i h

i

 
 

    
.        (9) 

Выбираем   таким, что при всех 1, 1i N   и 1, 1j M   было выполнено условие 

 
,

, ,
min

1 | |
i j

i j i ji v


 


.                   (10) 

Учитывая теплофизические свойства процесса термообработки в печах, получаем, что 1  , 
тогда, имеет место следующая оценка 

1 , 1 ,
1,

max | |i i j i j i
j M

w v v w 


    .                (11) 

Учитывая ограниченность функции ( , )u r t , из (4) получаем, что  

, 1 ,
1,

max | | 2 .T
i j i j

j M
v v e 




                     (12) 

Из (9)–(12), получаем  
2 2, 1,

1, 1 1, 1
max | | max | | ( ) ,j j j

j M j M
w v v q h h S S

   
          

1
1 2 ( ) , 3, 1.

1
T i

iw e S i N 



       


  

Тогда имеет место следующая оценка 
2

1
12 ( )

1
T N

Nw e S 
      


 ,  

характеризующая величину погрешности численного метода решения задачи (1)–(3). Учитывая 
(9), (10) и то, что  , 0 ,1 ii j jk v     , выберем шаги дискретизации так, чтобы имело место 

условие ( )2 Te 


 
  . Тогда получаем, что при выполнении следующего условия 

2, 1

2
,

( )
,1 ,, 1,

min
2

i j
T

i ji N j M i j

h
ce    

            
               (13) 

имеет место оценка 2
1 ( ) .

1
N

Nw S 



    


 Принимая во внимание, что 1  , получаем, что 

при соблюдении условия 
12 log ,

1
 N K

S
   

        
                (14) 

где 11
1

K  
 

, будет выполнено требуемое неравенство 1Nw K   . Соотношения (13), (14) свиде-

тельствуют о локальной устойчивости предлагаемого метода определения температур. 
Заметим, что аналогичные результаты были получены в работе [19] для задачи измерения 

определения температуры на поверхности цилиндра по результатам измерений на оси, связан-
ной с диагностикой состояния температурного датчика. Это свидетельствует о том, что в отли-
чие от методов, ориентированных на вычисления по переменной, характеризующей время, при 
изменении направления вычислений по пространственной переменной не требуется разработка 
принципиально новой вычислительной схемы, а достаточно ограничиться модификацией ос-
новной схемы.  
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Оценка температурных погрешностей 
Оценим величину наибольшего возможного уклонения вычисленных температурных значе-

ний от действительных, используя величины is , определяемые формулой 

, ,
1, 1

max , 1, 1i i j i j
j M

s v u i N
 

    , 

где ,i jv  является приближенным решением задачи (5), (6), а ,i ju  соответствует действительным 

значениям температуры при текущем значении радиуса ir r  в момент времени jt t . Имеем 

 
  

 
 

2
, , ,( )

1
1, ,1, ,

1 1
2 2

11 i

i j i j i jT
i i

i j i ji j i j

c i h i
s s e s

ii





   
    

       
  

 
 

 
 

2
, , 1, ,

1, , 1, ,

1 ( ) 1
( ) 2 ( )

1 1
i j i j i j i j

i j i j i j i j

c i h i h
O O h

i i


 

     
   
       

 

 
     

2
21, , ,

1, , 1, , 1, ,

( ) 1
( ) ( )

( )( 1 ) 1
i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

i h h
O h O h

u u i i


  

    
  

        
 

 
 

2
, 2

1, ,

1
( )

1
i j

i j i j

i h
O h

i

 

   

.                 (15) 

Оценивая слагаемые в (15) и учитывая (13) и (14), получаем 
 

  
2

, , ( )

1, ,

1
2

1
i j i j T

i j i j

c i h
e

i




 
  

    
 .                (16) 

Из (11), (15), определения   и подхода к вычислению 1,i j  получаем:  

 
 

 
   

1, , , ,

1, , 1, , , ,

| | 1 | | 1
1 1 | | 1 1 2

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

i v i
i i i v i i



 

        
   

            
;       (17) 

 
   
, ,

1, , 1, ,

1
,

1 1 1 2
i j i j

i j i j i j i j

i
i i i 

    
   

        
.            (18) 

Обозначим ,1, 1, 1, 1
min i ji N j M



   
   . Учитывая, что 1, ,

1, ,

i j i j

i j i j
k

u u





  



, имеем  

 
 

1, ,

1, , 1, ,

1
1

i j i j

i j i j i j i j

i k
u u i
 


 

  


     
.  

Отсюда и из соотношений (4), (15)–(18) следует, что 

  2 2 2 4
1

31 2 , 2, .
2 2i i

k
s s C Ch C C h i N
 

                
   

Учитывая (14), получаем при 2, 1i N   

 
2 2 4 4

2
1 2 4 4

31 2
2 2i i

kC C Cs s C
N N N


  

 
       


   .           (19) 

Полагаем 
2 2 4 4

2
2 4 4

3
2 2

kC C CC
N N N




 
      


   . Тогда соотношение (19) имеет вид  

       
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1
1 2

0
1 2 1 2 1 2 .

i
i k

i i
k

s s s







 
           

 
     

Учитывая, что  2 2, 2,
1, 1

max j j
j M

s v u h C
 

       , получаем, что для величины 1Ns  , харак-
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теризующей наибольшее отклонение численного решения от истинных температур на оси ци-
линдра, имеет место следующая оценка:  

     1
1 2

11 2
42 log

N
N

C
s

S






 
  
         

        


.           (20) 

Из соотношений (14), (20) следует, что сходимость метода зависит от величины шагов дис-
кретизации, следовательно, метод является условно сходящимся и для получения приближенного 
решения необходимо выбирать достаточно небольшие значения N . 

Из соотношения (20) следует, что величина 1Ns  , соответствующая наибольшей температур-
ной погрешности, будет достаточно велика на всем  0,T . Это согласуется с результатами, пред-
ставленными в [6], в соответствии с которыми невозможно получить единственное решение во 
всей области TQ , а следовательно, невозможно точно оценить температурные погрешности во 
всей области TQ , но возможно получить более точную оценку температурных погрешностей 
(оценку погрешности метода) только в некоторой подобласти D . Для получения уточненных 
оценок погрешностей был проведен вычислительный эксперимент на основе имитационного мо-
делирования. Результаты эксперимента представлены в данной работе. 

 
Результаты вычислительного эксперимента 
С целью проверки принципиальной возможности определения температуры внутри тела по 

результатам поверхностных измерений и получения оценки температурной погрешности был 
проведен вычислительный эксперимент на основе имитационного моделирования.  

Методика эксперимента заключалась в следующем. На начальном этапе эксперимента нахо-
дили решение прямой задачи: 

 1( ) ( ) ( ) , , ;T
u uc u u u r r t Q
t r r r

          
              (21) 

       0 00, ( ), , , 0, ;u t t u t p t t T                  (22) 

   0,0 ( ), 0, .u r g r r                     (23) 
Полученное решение 0( , )u r t  прямой задачи (21)–(23), характеризующее температурное поле ци-
линдра, и функцию 0 ( )t , соответствующую температуре на оси цилиндра, использовали в даль-
нейшем в качестве тестовых функций.  

На втором этапе эксперимента осуществляли моделирование функции 0 ( )q t , характеризую-
щей внешнее тепловое воздействие. Ситуацию возникновения погрешностей в результатах изме-
рения представляли следующим образом. В каждой точке jt  формировали приближенные значе-
ния ( )p t , ( )q t , используя следующие формулы: 

 0( ) ( )j j p jp t p t er t   ,   0( ) ( )j j q jq t q t er t   . 

Величины  p jer t  и  q jer t  соответствуют значениям случайных величин, равномерно распре-

деленных на  ,  . Предлагаемый подход к моделированию ( )p t , ( )q t , эквивалентен появле-
нию аддитивных случайных погрешностей в результатах измерений вблизи поверхности цилинд-
ра, уровень которых не превосходит величины  . Полученные значения ( )p t , ( )q t  определяли 
исходные данные в задаче (1)–(3). 

На следующем этапе эксперимента находили приближенное решение ( , )u r t  задачи (1)–(3) 
по исходным данным ( )p t , ( )q t ,   и вычисляли значения температурной функции 

 0, ( )u t t   . Функция ( , )u r t  соответствует прогнозируемым температурным значениям, по-
лучаемым в области из ( )p t , ( )q t  с помощью предлагаемого метода дискретной регуляриза-
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Величина   соответствует наибольшей оценке отклонений температур, найденных с помощью 
предложенного метода во внутренних точках цилиндра, от тестовых значений. Результаты срав-
нительного анализа при различных значениях   и N  и 0,03T   представлены в таблице. 

 
Оценки температурных погрешностей 

  N      
0,05 5 27,95 0,2023 

 6 26,86 0,1944 
 7 25,56 0,1850 
 8 20,72 0,1511 
 9 2·1056 – 
 10 0,5·10123 – 

0,1 5 29,54 0,2307 
 6 27,12 0, 2118 
 7 26,08 0,2037 
 8 21,76 0,1691 
 9 0,5·105 – 
 10 2·10133 – 

 
Используя величины   и  , определяемые формулой (24), получили, что при 0,05   для 

рассматриваемого примера величина температурных погрешностей на оси цилиндра составила 
21 С,    и 0,15   при 0,03T  , а при 0,06T   значения этих величин составили 9 С,    

и 0,05   соответственно. 
Таким образом, результаты вычислительного эксперимента свидетельствуют о том, что 

предложенный метод позволяет с достаточной точностью находить требуемую температурную 
функцию  ,u r t  во внутренних точках цилиндрического тела при соблюдении условий согласо-
вания величин шага дискретизации h , параметра регуляризации   с интервалом измерения  ,  
а наибольшие значения оценок температурных погрешностей являются достаточно точными в 
интервале  ,T   . 

 
Заключение 
В работе рассмотрена математическая модель теплопереноса внутри цилиндрического тела с 

неизвестной начальной температурой и предложен метод определения температурного состояния 
тела по исходным данным, известным на поверхности. Вычислительная схема метода основана 
на использовании конечно-разностных уравнений и включает регуляризующий алгоритм иден-
тификации коэффициентов. Показана локальная устойчивость метода, а также найдена теорети-
ческая оценка погрешности метода, соответствующая оценке наибольшего отклонения вычис-
ленных температур от действительных значений. В работе представлены результаты вычисли-
тельного эксперимента, которые согласуются с теоретическими результатами и свидетельствуют 
о том, что предложенная вычислительная схема позволяет прогнозировать температуру во внут-
ренних точках тела, подвергаемого внешнему тепловому воздействию с достаточной точностью. 
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METHOD FOR DETERMINING THE TEMPERATURE STATE  
OF A CYLINDER AT THE HEAT TREATMENT  
WITH INCOMPLETE INITIAL DATA 
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South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
 
 

The paper is devoted to the problem of determining the temperature inside the cylinder based on 
the surface measurements. The main characteristics of the material such as specific heat, thermal 
conductivity and material density depend on the temperature at each point of the body. This problem 
appears in complex heat treatment of products. The mathematical model of heat transfer is presented 
as nonlinear heat conduction equation with unknown initial condition. In this problem, both  
the Dirichlet and Neumann boundary conditions are given. The computational scheme of the method 
is based on the using of finite-difference equations and regularization technique. This approach al-
lows to obtain the temperature inside cylindrical body and then to determine the unknown tempera-
ture on the cylinder axis. We investigate the stability of computational method and obtain the de-
pendence of stability on the discretization steps and level error of the initial data. The reliability and 
the efficiency of the method were confirmed by results of computational experiments. 

Keywords: heat transfer, inverse problem; regularization method; data processing method; 
computational stability, error estimate. 

 
 

The work was conducted with the financial support of the Ministry of Education and Science of  
the Russian Federation of applied scientific research within the framework of the basic part of the State task 
“Development, research and implementation of data processing algorithms for dynamic measurements of 
spatially distributed objects”, Terms of Reference 8.9692.2017/8.9 from 17.02.2017. 

 
 

References 
1. Alifanov O.M. Obratnye zadachi teploobmena [Inverse Heat Transfer Problems]. Moscow, 

Mashinostroenie Publ., 1988. 280 p. 
2. Samarskij A.A., Vabishchevich P.N. Vychislitel'naya teploperedacha [Computational Heat 

Transfer]. Moscow, Editorial URSS Publ., 2003. 784 p. 
3. Shestakov A.L. Metody teorii avtomaticheskogo upravleniya v dinamicheskikh izmereniyakh 

[The Methods of Control Theory in Dynamic Measurements]. Chelyabinsk, South Ural St. Univ. Publ., 
2013. 257 p. 

4. Martinson L.K., Chigiryova O.Y. [Thermal Fields of a Cylindrical Body during Cyclic Heating]. 
Herald of the Bauman Moscow State Technical University. Ser. Natural Sciences, 2015, no. 3 (60).  
pp. 88–98. (in Russ.) 

5. Lukin S.V. [Mode of Slabs Heating and Thermostating in Furnace at Hot Charge]. Metallurgist, 
2018, no. 7, pp. 54–58. (in Russ.) 

6. Lavrentiev M.M., Romanov V.G., Shishatskii S.P. Nekorrektnye zadachi matematicheskoj fiziki i 
analiza [Ill-Posed Problems of Mathematical Physics and Analysis]. Moscow, Nauka Publ., 1980, 286 p. 

7. Dorofeev, K.Y., Nikolaeva N.N., Titarenko V.N., Yagola A.G. New Approaches to Error Estima-
tion to Ill-posed Problems with Application to Inverse Problems of Heat Conductivity. Journal of In-
verse and Ill-Posed Problems, 2002, vol. 10, no. 2, pp. 155–169. DOI: 10.1515/jiip.2002.10.2.155 

8. Kabanihin S.I., Shishlenin M.A. [Direct and Iteration Methods for Solving Inverse and Ill-Posed 
Problems]. Siberian Electronic Mathematical Reports, 2008, vol. 5, pp. 595–608. (in Russ.) 

9. Solodusha S.V., Yaparova N.M. Numerical Solving an Inverse Boundary Value Problem of Heat 
Conduction Using Volterra Equations of the First Kind. Numerical Analysis and Applications, 2015,  
vol. 8, no. 3, pp. 267–274. DOI: 10.1134/s1995423915030076 



Япарова Н.М.        Метод прогнозирования температурного состояния цилиндра 
              при термообработке в условиях неполной исходной информации 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Компьютерные технологии, управление, радиоэлектроника».  
2019. Т. 19, № 2. С. 54–65  

65

10. Marchuk G.I. Metody vychislitel'noy matematiki [Methods of Computational Mathematics]. 
St. Petersburg, Lan’ Publ., 2009. 608 p. 

11. Vabishchevich P.N. Monotone Difference Schemes for Convection/Diffusion Problems. Diffe-
rential Equations, 1994, vol. 30, no. 3, pp. 466–474.  

12. Tikhonov A.N. Samarskiy A.A. Uravneniya matematicheskoj fiziki [Equations of Mathematical 
Physics]. Moscow, Moscow St. Univ. Publ., 1999. 799 p. 

13. Tikhonov A.N., Goncharskiy A.V., Stepanov V.V., Yagola A.G. Chislennye metody resheniya 
nekorrektnykh zadach [Numerical Methods for the Solution of Ill-Posed Problems]. Moscow, Moscow 
St. Univ. Publ., 1990. 115 p. 

14. Tabarintseva E.V. Estimating the Accuracy of a Method of Auxiliary Boundary Conditions in 
Solving an Inverse Boundary Value Problem for a Nonlinear Equation. Numerical Analysis and Applica-
tions, 2018, vol. 11, iss. 3, pp. 236–255. DOI: 10.1134/s1995423918030059 

15. Yaparova N. Method for Temperature Measuring in the Rod with Heat Source under Uncertain 
Initial Temperature. 2016 International Conference on Industrial Engineering, Applications and Manu-
facturing, ICIEAM 2016. Proceedings 7911716. DOI: 10.1109/ICIEAM.2016.7911716 

16. Ladyzhenskaya O.A., Solonnikov V.A., Uralceva N.N. Linejnye i kvazilinejnye uravneniya 
parabolicheskogo tipa [Linear and Quasi-Linear Parabolic Equations]. Moscow, Nauka Publ., 1967. 736 p.  

17. Zubchenko A.S., Koloskov M.M., Kashirskiy Yu.V. et al. Marochnik stali i splavov [Steel and 
Alloys: Grade Guide]. Moscow, Mashinostroyeniye Publ., 2003. 784 p. 

18. Livshits B.G., Kraposhin V.S., Linetskiy Ya.L. Fizicheskiye svoystva metallov i splavov [Physi-
cal Properties of Metals and Alloys]. Moscow, Metallurgiya Publ., 1980. 320 p.  

19. Yaparova N.M. [Numerical Method for Solving an Inverse Problem for Nonlinear Parabolic 
Equation with Unknown Initial Conditions]. Bulletin of the South Ural State University. Ser. Compu-
tational Mathematics and Software Engineering, 2016, vol. 5, no. 2, pp. 43–58. (in Russ.) DOI: 
10.14529/cmse160204 

20. Isachenko V.P., Osipova V.A., Sukomel A.S. Teploperedacha [Heat Transfer]. Moscow, 
Energiya Publ., 1975. 488 p. 
 

Received 2 March 2019 
 
 

ОБРАЗЕЦ ЦИТИРОВАНИЯ  FOR CITATION 

Япарова, Н.М. Метод прогнозирования темпера-
турного состояния цилиндра при термообработке в 
условиях неполной исходной информации / Н.М. Япа-
рова // Вестник ЮУрГУ. Серия «Компьютерные тех-
нологии, управление, радиоэлектроника». – 2019. –  
Т. 19, № 2. – С. 54–65. DOI: 10.14529/ctcr190205 

 

 Yaparova N.M. Method for Determining the Tem-
perature State of a Cylinder at the Heat Treatment with 
Incomplete Initial Data. Bulletin of the South Ural State 
University. Ser. Computer Technologies, Automatic Con-
trol, Radio Electronics, 2019, vol. 19, no. 2, pp. 54–65. 
(in Russ.) DOI: 10.14529/ctcr190205 

 
 
 
 


