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Введение 
Задачи распределения ресурсов занимают значительный сегмент среди оптимизационных за-

дач. К ним относятся такие задачи, как транспортная, о назначениях, планирование производст-
вом, распределение на сетевых графиках и многие другие. Для их решения разработано большое 
количество математических методов, большинство из которых относятся к методам математиче-
ского программирования [1–3].  

Особую роль в данной области занимают задачи распределения ресурсов, количество кото-
рых является дискретным [4, 5]. Общая формулировка таких задач сводится к тому, что имеется 
некоторый ограниченный ресурс, который нужно оптимально распределить по нескольким на-
правлениям, при этом как общее количество ресурса, так и распределяемого по каждому направ-
лению, является целым или дискретным некоторому числу. 

Особенностью таких задач является то, что критерий эффективности, на основании которого 
ищется оптимальное распределение, в таких задачах, как правило, не является аналитической 
функцией. Для определения этого критерия либо задается дискретный закон распределения, либо 
зависимость эффективности от размера выделенного ресурса определяется табличной функцией 
[5, 6]. Ввиду этого применять методы математического программирования с аналитической целе-
вой функцией для таких задач считалось невозможным и для решения предлагались пошаговые 
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Введение. При планировании проектов, комплексов работ часто приходится решать за-
дачи распределительного типа, связанные с оптимальным распределением ресурсов. Сущест-
вующие методы решения подобных задач предполагают наличие аналитической зависимости 
непрерывного типа между объемами распределяемого ресурса и показателями эффективно-
сти. Однако оптимизационные задачи становятся не применимыми, когда ресурс дискретный 
и зависимости задаются табличными способами. Цель исследования. Разработать математи-
ческую модель решения задачи оптимального распределения ресурсов дискретного типа с 
таблично заданными критериями оптимальности методами линейного программирования. 
Описать методику численного решения задачи с использованием вычислительной техники. 
Материалы и методы. Решить поставленную задачу удается путем формирования аналити-
ческой зависимости кусочно-непрерывного типа между объемом распределенного ресурса и 
критерием оптимальности. Это позволяет сформулировать оптимизационную задачу, решае-
мую методами математического программирования. Построить аналитическую целевую 
функцию удается с помощью введения дополнительных параметров и ограничений. Числен-
ное решение задачи можно получить как с помощью математических пакетов прикладных 
программ, таких как, например, Mathcad, так и с использованием систем программирования. 
В работе описана методика решения задачи в среде MS Excel с использованием надстройки 
«Поиск решений». Результаты. Разработана математическая модель решения дискретной 
распределительной задачи для критерия оптимальности, заданного таблично, методами цело-
численного линейного программирования. Описана методика численного решения в среде 
MS Excel. Заключение. Ранее подобные задачи решались методами динамического програм-
мирования, что более затруднительно в вычислительном плане. Проведенные вычислитель-
ные эксперименты показали высокую точность вычислений по модели и устойчивость к из-
менению исходных данных. 
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методы, такие, например, как методы динамического программирования. Однако эти методы, как 
правило, более сложные и трудоемкие в вычислительном плане, чем методы, основанные на ана-
литической целевой функции.  

В данной работе предлагается оригинальный подход к решению задач распределения ресур-
сов, количество которых дискретно и критерий оптимальности определен с помощью табличной 
функции, методами линейного программирования. Построить аналитическую целевую функцию 
при этом удается с помощью введения дополнительных параметров и ограничений. 

 
1. Постановка задачи 
Рассмотрим математическую модель задачи. 
Пусть имеется некоторый ресурс, который необходимо распределить между k объектами, ра-

ботами, организациями или системами, которые в дальнейшем будем называть проектами. Коли-
чество распределяемого ресурса равно n единиц, причем распределение ресурса в каждый проект 
кратно единице. Также будем предполагать, что в каждый проект нельзя распределить более m 
единиц ресурса.  

Перейдем к определению критерия оптимальности. Предположим, что при распределении в 
j-й проект i единиц ресурса, будет получаться некоторая прибыль в количестве zj(i), i = 0,1, …, m; 
j = 1, 2, …, k. Функция zj(i) задана таблично. Тогда критерий оптимальности будет определяться 
матрицей А = aij = zj(i), которая задана в соответствии с табл. 1, при этом учтено, что a0j = 0.  

В дальнейшем будем считать, что критерий оптимальности максимизируется, поэтому назо-
вем aij матрицей прибыли. Если критерий оптимальности минимизируется (матрица затрат), то, 
вычитая из максимального элемента матрицы aij все остальные его элементы, получим матрицу 
прибыли с максимизацией критерия. 

 
Таблица 1 

Критерий оптимальности А при распределении ресурсов 
Table 1 

Optimality criterion A for resource allocation 

Объем выделенного ресурса Проект 
1 2 … k 

0 0 0 … 0 
1 a11 a12 … a1k 
2 a21 a22 … a2k 

… … … … … 
m am1 am2 … amk 

 
Будем считать, что суммарная прибыль от распределения ресурсов аддитивно складывается 

из прибыли от каждого проекта: 
1

k

j
j

F z


 . Ставится задача так распределить ресурсы между 

проектами, чтобы суммарная прибыль была максимальная.  
Как было сказано, ранее подобная задача была решена методами динамического программи-

рования, что отражено в публикациях [5–9].  
 
2. Математическая модель задачи 
Рассмотрим метод решения данной задачи методами целочисленного линейного программи-

рования. Для этого введем переменные:  

1, если в -й проект распределено не менее  единиц ресурса;
0, если в -й проект распределено менее  единиц ресурса,ij

j ix j i  

i = 1, 2, …, m;  j = 1, 2, …, k. 
Для построения целевой функции введем матрицу эффективности 1,ij ij i jA a a a      , 

i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, k, которая имеет смысл дополнительной прибыли, полученной от рас-
пределения в j-й проект дополнительной единицы ресурса.  



Информатика и вычислительная техника 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
2020, vol. 20, no. 2, pp. 26–35 

28

Сформулируем условие связности распределения ресурсов, заключающееся в том, что если в 
j-й проект распределили h единиц ресурса (то есть если xhj = 1), то и все переменные, для которых 
первый индекс меньше h, должны быть единицами: 1 приijx i h  . Для соблюдения этого ус-
ловия введем еще одну матрицу 1,ij ij i jx x x    , i = 2, 3, …, m; j = 1, 2, …, k. Тогда для выполне-
ния условия связности все элементы матрицы ijx  должны быть неположительными. 

Строим математическую модель целочисленного линейного программирования для данной 
задачи. Целевая функция будет иметь вид 

1 1
( ) max

m k

ij ij ij
i j

F x a x
 

    .                  (1) 

Ограничения связаны с тем, что все переменные xij должны быть равны либо нулю, либо единице: 
1; 0;  целое; 1, 2, , ; 1, 2, ,ij ij ijx x x i m j k      ,            (2) 

причем условие (2) можно заменить ограничением xij – двоичное. 
В качестве следующего ограничения примем то, что количество распределяемого ресурса 

суммарно не должно превышать общий объем ресурса:  

1 1

m k

ij
i j

x n
 

 .                      (3) 

Учитывая то, что в каждый проект не может быть распределено средств более m единиц ре-
сурса, введем ограничение 

1
, 1, 2, , .

m

ij
i

x m j k


                       (4) 

Также необходимо требовать, чтобы не нарушалось условие связности распределений ресурса:  
0ijx  .                       (5) 

В результате получаем оптимизационную задачу целочисленного линейного программирования 
(1)–(5), решение которой даст оптимальное распределение ресурсов по проектам и которая имеет вид: 

1 1

1 1

1

max;

;

, 1, 2, , ;

0, 2, 3, , ; 1, 2, , ;
1; 0;  целое; 1, 2, , ; 1, 2, , .

m k

ij ij
i j

m k

ij
i j
m

ij
i

ij

ij ij ij

a x

x n

x m j k

x i m   j k
x x x i m j k

 

 



  







 

   
     





 

 
 

            (6) 

Целевая функция (1) с ограничениями (2)–(4) составляет задачу целочисленного линейного 
программирования, решение которой даст оптимальное распределение ресурсов по проектам.  

Следует отметить, что таких решений может быть несколько с одинаковыми суммарными 
прибылями, и это нужно учесть при его нахождении [4].  

Найдя переменные *
ijx  при оптимальном решении, объемы распределенных ресурсов для ка-

ждого проекта *
jI , дающие максимальную прибыль, будут равны 

* *

1

m

j ij
i

I x


 . 

Рассмотрим далее методику решения оптимизационной задачи (6). 
 
3. Методика решения задачи в MS Excel 
Задачу линейного программирования (6) рационально решать численно с использованием 

программных продуктов, адаптированных для решения оптимизационных задач. Обзор про-
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граммных средств для решения оптимизационных задач представлен в работах [10–12]. При этом 
для решения задач оптимизации возможно как использование математических пакетов примене-
ние средств программирования, таких как, например, Mathcad [13], так и систем программирова-
ния [14]. В данной работе рассмотрим на примере методику решения в среде MS Excel с исполь-
зованием надстройки «Поиск решений» [15, 16].  

Пример. Некоторый ресурс в объеме 25 единиц необходимо распределить между 6 имеющи-
мися проектами, при этом в каждый проект можно распределить не более 7 единиц ресурса.  

Матрица прибылей представлена в табл. 2. Для удобства дальнейших расчетов строки табли-
цы пронумеруем снизу вверх, а не сверху вниз, как принято для матриц. 

 
Таблица 2 

Матрица прибылей А для приведенного примера 
Table 2 

Profit Matrix А for the example 

Объем выделенного ресурса Проект 
1 2 3 4 5 6 

7 22 21 20 21 22 23 
6 17 20 18 19 18 17 
5 16 15 15 16 17 16 
4 12 13 14 14 13 13 
3 10 11 10 9 9 12 
2 7 8 6 8 9 7 
1 4 3 5 7 6 5 
0 0 0 0 0 0 0 

 
Математическая модель задачи линейного программирования будет иметь вид: 

11 12 75 764 3 22 23 max;x x x x      
7 6

1 1
7

1

25;

7, 1, 2, , 6;

0, 2, 3, , 7; 1, 2, , 6;
1; 0;  целое; 1, 2, , 7; 1, 2, , 6.

ij
i j

ij
i

ij

ij ij ij

x

x j

x i   j
x x x i j

 









 

     
     



 

 

 

На рабочем листе Excel вводим в диапазон ячеек В5-G12 значения матрицы прибыли из табл. 2. 
Находим значения матрицы эффективности, для этого в ячейку J5 задаем формулу =B5-B6  
и с помощью автоматического заполнения копируем ее на диапазон ячеек J5-O11.  

Рассчитанные значения матрицы эффективности ΔА представлены в табл. 3. 
 

Таблица 3 
Матрица эффективности ΔА для данных из табл. 2 

Table 3 
Efficiency matrix ΔА for data from Table 2 

Объем выделенного ресурса Проект 
1 2 3 4 5 6 

7 5 1 2 2 4 6 
6 1 5 3 3 1 1 
5 4 2 1 2 4 3 
4 2 2 4 5 4 1 
3 3 3 4 1 0 5 
2 3 5 1 1 3 2 
1 4 3 5 7 6 5 
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Под переменные оптимизационной задачи (6) xij выделяем область ячеек B17-G23, в ко-
торую вводим произвольные числа, например единицы. Для контроля условия (4) вводим в 
В24 формулу =СУММ(B17:B23), которую копируем с помощью автозаполнения на диапазон 
B24-G24.  

Для проверки условия связности распределяемого ресурса (5) выделяем диапазон J17-O22, 
вводим в J17 формулу =B17-B18 и с помощью автозаполнения копируем ее на указанный диапа-
зон. Вычисляем суммарное количество распределяемого ресурса (3) с помощью формулы 
=СУММ(B17:G23) в ячейке Е25. Целевая функция (1) задается в ячейке L25 формулой 
=СУММПРОИЗВ(J5:O11;B17:G23). Результаты описанных действий изображены на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Исходные данные в MS Excel для решения задачи распределения ресурса  

с критерием оптимизации из табл. 2 
Fig. 1. Source data in MS Excel to solve resource allocation problem  

with optimization criterion from Table 2 

 
Для решения оптимизационной задачи запускаем надстройку «Поиск решений» (Solver), ок-

но которой заполняем в соответствии с рис. 2. 
В результате выполнения надстройки «Поиск решений» в ячейках B17-G23 получаем опти-

мальное распределение ресурса между проектами, которое представлено в табл. 4. Данное рас-
пределение проиллюстрировано на рис. 3. 

Проверка связности распределения ресурса указано в диапазоне ячеек J17-O22, где не долж-
но быть положительных чисел. В результате численного решения в Excel значения параметров 

*
ijx  при оптимальном решении приведены в табл. 5. Как видно из табл. 5, условие связности (5) 

выполняется. 
В результате найдено оптимальное решение *

ijx , матрицу которого приводим в табл. 4.  
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Рис. 2. Окно надстройки «Поиск решений» для решения оптимизационной задачи (6) 

Fig. 2. Find Solutions Add-in Window to solve optimization problem (6) 
 

Таблица 4 
Оптимальное решение *

ijx , полученное в Excel для данных из табл. 2 
Table 4 

Optimal Solution *
ijx  from Excel for data from Table 2 

Объем выделенного ресурса Проект 
1 2 3 4 5 6 

7 0 0 0 0 0 1 
6 0 1 0 0 0 1 
5 1 1 0 0 0 1 
4 1 1 1 0 0 1 
3 1 1 1 0 0 1 
2 1 1 1 0 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 

 
Таблица 5 

Проверка выполнения условия связности при распределении ресурса  
Table 5 

Implementation check of connectivity condition at distribution resource 

Объем выделенного ресурса Проект 
1 2 3 4 5 6 

7 0 –1 0 0 0 0 
6 –1 0 0 0 0 0 
5 0 0 –1 0 0 0 
4 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 0 –1 0 
2 0 0 0 –1 0 0 
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Рис. 3. Оптимальное распределение ресурса между проектами  

по критерию оптимальности из табл. 2 
Fig. 3. Optimal resource allocation among projects according  

to the criterion of optimality in Table 2 
 
Заключение 
Таким образом, рассмотрена методика решения дискретной распределительной задачи для 

критерия оптимальности, заданного таблично, методами целочисленного линейного программи-
рования. Ранее подобные задачи решались методами динамического программирования, что бо-
лее затруднительно в вычислительном плане, в том числе и с привлечением численных методов и 
вычислительной техники. 

На примере рассмотрена методика численного решения задачи распределения ресурса между 
несколькими проектами с помощью табличного процессора MS Excel. 

Стоит заметить, что описанная модель будет находить оптимальное решение и в случае, ко-
гда объемы ресурсов дискретны не единице, а любым, даже дробным числам, а критерий эффек-
тивности задан таблично.  
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Introduction. When planning projects, work packages, one often has to solve distribution-type 
problems associated with the optimal allocation of resources. Existing methods for solving such prob-
lems suggest the presence of an analytical dependence of a continuous type between the volumes of 
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the distributed resource and performance indicators. However, optimization problems become inap-
plicable when the resource is discrete and dependencies are specified in tabular ways. Aim. To de-
velop a mathematical model for solving the problem of the optimal distribution of resources of a dis-
crete type with table-defined optimality criteria using linear programming methods. Describe the me-
thod of numerical solution of the problem using computer technology. Materials and methods. It is 
possible to solve the problem by forming an analytical dependence of a piecewise-continuous type 
between the volume of the distributed resource and the optimality criterion. This allows us to formu-
late an optimization problem solved by mathematical programming methods. It is possible to con-
struct an analytical objective function by introducing additional parameters and restrictions. A numeri-
cal solution to the problem can be obtained both using mathematical packages of applied programs, 
such as, for example, “Mathcad”, and using programming systems. The paper describes the methodo-
logy for solving problems in the MS Excel environment using the add-on “Solver”. Results. A mathe-
matical model is developed for solving a discrete distribution problem for the optimality criterion 
given in a table by integer linear programming methods. The technique of numerical solution in  
the MS Excel environment is described. Conclusion. Previously, such problems were solved by dy-
namic programming methods, which is more difficult in the computational plan. Conducted compu-
tational experiments showed high accuracy of model calculations and resistance to changes in  
the source data. 

Keywords: resources, optimization, distribution, linear programming, mathematical modeling. 
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