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Введение 
Цель данной работы – с помощью инструмен-

тов математического моделирования показать фи-
нансовую устойчивость горнодобывающего пред-
приятия и предложить стратегию дальнейшего 
развития.  

Для формирования стратегии дальнейшего 
развития ОАО «УГОК» необходимо решить сле-
дующие задачи1:  

– доказать, что УГОК – самодостаточное 
предприятие и не получает финансирования от 
главного Холдинга «Уральской горно-
металлургической компании»; 

– определить оптимальный план производства 
продукции данного предприятия; 

– сформировать выводы и предложения по 
дальнейшему развитию ОАО «УГОК»2.  

                                                           
1 Методические рекомендации «По планированию, фор-
мированию, учету затрат на производство и реализацию 
продукции (работ, услуг) предприятия металлургиче-
ского комплекса». 
2 Методические указания по технологическому проекти-
рованию горнодобывающих предприятий металлургии с 
подземным способом разработки. – http://www.nchkz.ru/ 
lib/58/58123/index.htm 

1. Формальная постановка задачи 
Прежде чем моделировать и анализировать 

деятельность ОАО «УГОК», формировать страте-
гию дальнейшего развития, определим, насколько 
высока финансовая устойчивость данного пред-
приятия.  

Финансовую устойчивость предприятия мож-
но рассчитать по формуле [10]:  

Кфу = Кфн ∙ Косс ∙ Км ∙ Кфр ∙ Ктл ∙ Рск.           (1) 
Для того, чтобы доказать, что УГОК – само-

достаточное предприятие и не получает финанси-
рования от главного Холдинга, рассмотрим модель 
оптимального распределения инвестиций.  

Необходимо распределить имеющиеся инве-
стиции (I) между тремя дочерними предприятиями 
УГМК – Холдинга (k).  

Пусть gi(xi) – доход, который зависит от коли-
чества вложенных средств хi. Представим его в 
виде матрицы (kхk), приведенной в табл. 1. Доход, 
полученный со всех предприятий должен быть 
максимальным. 

Запишем математическую модель задачи. 
Найти оптимальный набор распределения ин-

вестиций [1]                  X∗ = (x∗, x∗ , … , x∗ , … , x∗ ),   (2) 
удовлетворяющий условиям: 
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Экономика России в наибольшей степени ориентирована на минерально-сырьевой комплекс. Гор-

нодобывающая промышленность является приоритетным и важным направлением. В условиях высокой
конкурентоспособности предприятий данной отрасли центральным становится вопрос о повышении 
эффективности выполняемых работ и выпускаемой продукции. Совершенствование планирования и 
управления в данной отрасли должно осуществляться на основе многовариантной проработки и опти-
мизации плановых решений, оценки их непосредственных и отдаленных во времени результатов с уче-
том динамики развития экономики. Все это требует применения экономико-математических моделей и 
методов. 

Объект исследования – деятельность ОАО «Учалинский ГОК», который является ведущим пред-
приятием по добыче и обогащению медно-цинковых руд в Уральском регионе. Важнейшим технико-
экономическим показателем, который устанавливается для обоснования целесообразности освоения и
дальнейшей разработки месторождения в целях проектирования новых и реконструкции действующих 
горно-обогатительных предприятий, является производственная мощность. Оптимальная производст-
венная мощность характеризует мощность, при которой руда добывается с наиболее благоприятными
для данного месторождения показателями производительности труда, себестоимости и приведенных за-
трат. Применяя экономико-математическую модель определения оптимальной производственной мощ-
ности рудника, получен показатель, равный 4712000 тонн. Производственная мощность Учалинского
рудника – 1560 тыс. тонн, а Узельгинского рудника – 3650 тыс. тонн. Проведя соответствующий анализ 
производства ОАО «Учалинский ГОК», был получен оптимальный план производства: оптимальное
производство меди – 77961,4 рублей; оптимальное производство цинка – 17975,66 рублей. Остаточный 
объем производства двух основных рудников ОАО «УГОК» составляет 160 млн тонн руды.  

Ключевые слова: медно-цинковые руды, производственная мощность, подземный рудник, опти-
мальный план производства, производственные запасы. 
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                   x ≥ 0; i = 1, … k,∑ x = I.          (3) 

Разобьем процесс оптимизации на n  шагов и 
будем на каждом j -м шаге оптимизировать инве-

стирование не всех предприятий, а только пред-
приятий с j -го по k -е.  

Так как предприятия с первого по ( j –1)-е 

также получат инвестиции от Холдинга, то на 
предприятия с j -го по k -е останется некоторая 

часть jC I≤ .  

Введем две переменные, которые будут отве-
чать за состояние системы и управление системой. 
Переменная jC характеризует состояние системы. 

Доля средств jx , выделенных j -му предприятию, 

– переменная управления на шаге j . Максималь-

ный доход, который обеспечат предприятия с j -го 

по k -е можно выразить функцией Беллмана 

j jF (C ) на j -м шаге. Но должно выполняться усло-

вие, что на инвестирование указанных предпри-
ятий идет jC  

средств. Очевидно, что при вложении в j -e 

предприятие jx  средств будет получена прибыль 

j jg (x ) , а система к ( j 1)+ -му шагу перейдет в со-

стояние jS 1+  и, следовательно, на инвестирова-

ние предприятий с ( j 1)+ -го до k -го останется 

j j jC 1 (C  - x )+ =  средств [2]. 

Таким образом, проводя условную оптимиза-
цию, можно заметить, что при j k=  функция 

Беллмана будет выражена как прибыль только с 
одного, k -го предприятия. При этом на него будут 
вложены инвестиции в размере kC , k0 C I.≤ ≤
Вкладываем все инвестиции в данное предприятие, 
чтобы впоследствии получить максимально воз-
можный доход, т. е. k k k kF (C ) g (C )=  и k kx C= . 

И, таким образом, мы получаем цикличный 
процесс. Каждый следующий шаг проводится с 
использованием результатов предыдущего. Пусть 
на j -м шаге для инвестирования предприятий с j -

го по k -е осталось jC средств ( j0 C I≤ ≤ ). Тогда 

от вложения в j -e предприятие jx  средств будет 

получена прибыль j jg (C ) , а на инвестирование 

остальных предприятий останется 

j j jC 1 (C  – x )+ = средств. Максимально возмож-

ный доход, который может быть получен с пред-
приятий, будет равен: F C = max g x + F C − x ; j = 1, … k. (4) 

Оптимальным управлением на j -м шаге для 

некоторого состояния системы jS . является значе-

ние переменной x∗, где достигается максимум. 

При помощи такого алгоритма до шага j =1 можно 

находить значения функции  
Максимум выражения достигается на некото-

ром значении jx , которое является оптимальным 

управлением на k -м шаге для состояния системы 

kS .Действуя таким образом, можно определить 

функции Беллмана и оптимальные управления до 
шага k = 1. 

В итоге имеем максимальный доход в виде 
функции Беллмана 1 1F (C )  при оптимальном коли-

честве инвестиций для первого предприятия 1x∗ . 

Далее цикл повторяется. На каждом последующем 
шаге будет вычисляться величина 

j j –1 j– 1C (C  – x )= .  

Для решения второй задачи рассмотрим мно-
гопродуктовую модель управления производст-
вом.  

Выражение для общих затрат на производство 
продукции в этом случае имеет следующий вид 
[3]:    D = + C ∙ n = + ,      (5) 

где 1c  – стоимость производства единицы продук-

ции в единицу времени, q  − объем продукции, st

 − время между пополнениями, sn T / t R / q= = − 

количество периодов пополнения. 
При этом предполагается, что спрос на про-

дукцию постоянен и в течение интервала времени 
T будет реализовано R единиц продукции. Опти-
мальное значение для объема пополняемой про-
дукции q определяется из условия равенства нулю 
следующей производной dD / dq 0= . 

Решая это уравнение, определяем величину 
оптимального пополнения запасов q:                       q∗ =  .       (6) 

Таблица 1 
Матрица зависимости дохода предприятия от количества вложенных средств 

x/g1 g1 g2 ……… gi …….. gn 

x1 g1(x1) g2(x1)  gi(x1)  gn(x1) 
x2 g1(x2) g2(x2)  gi(x2)  gn(x2) 
xi g1(xi) g2(xi)  gi(xi)  gn(xi) 
xn g1(xn) g2(xn)  gi(xn)  gn(xn) 
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При наличии многих продуктов использова-
ние данной формулы становится затруднитель-
ным, поскольку для каждого продукта будет опре-
делена своя оптимальная величина закупаемого 
продукта и свое время возобновления поставки. 
Графически изменение величины производства 
при таких условиях представлено на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. График изменения величины производства 
при использовании формулы Уилсона–Харриса для 

разных продуктов 

 

Для преодоления таких затруднений возника-
ет идея производить продукты нескольких типов 
одновременно так, чтобы к началу следующего 
этапа производства предыдущая партия продуктов 
стала бы равной нулю. Графически процесс изме-
нения величины производства при таком предпо-
ложении можно представить в следующем виде 
(рис. 2). 

 

 
Рис. 2. График изменения величины производства 
при одновременной поставке разных продуктов 

 

Затраты на производство продукции в течение 
периода между пополнениями составят:                    D = ∑  ,    (7) 

где L − количество типов продуктов в группе, iq  − 

количество единиц i -го продукта, st  − интервал 

времени, ic − стоимость производства единицы 

продукта i -го типа в единицу времени. 
Поскольку спрос ir  на i -й продукт постоя-

нен, то объем заказываемой продукции должен 
быть равен количеству продукции, которое будет 
израсходовано в течение времени st , т.е. i i sq r t= . 

Исходя из сделанных предположений, сум-
марные затраты на хранение и организацию по-
ставки для группы продуктов принимают вид: D(q) = D + C ∙ n = ∑ + C ∙ n,  (8) 

где sn T / t= , i i sq r t= . Подставив выражения для 

n  и iq  в этом соотношении D(t ) =  c ∙ r ∙ t2 + C ∙ Tt = = ∑ ∙ ∙ ∙ + C ∙  .               (9) 

Функция sD(t )  является непрерывной функ-

цией st , и ее величина стремится к +∞ при st  →0. 

Поэтому минимальное значение функции за-
трат и соответственно оптимальное значение st  

достигается, когда s sdD(t ) / dt 0= , т. е. когда     ( ) = ∑ ∙ ∙ − ∙ = 0.  (10) 

Из этих условий и определяется оптимальное 

время между смежными пополнениями склада *
st :  t∗ =   ∙∑ ∙  .    (11) 

Тогда в соответствии с выражениями, опреде-
ляющими величины qi, получим:    q∗ =  r ∙  t∗ =  r ∙ ∙∑ ∙ .     (12) 

2. Методы решения поставленной задачи 
ОАО «УГОК» является ведущим предприяти-

ем по добыче и обогащению медно-цинковых руд 
в Уральском регионе3. 

Из рис. 3, 4 видно, что Учалинский ГОК явля-
ется лидером на рынке цинковых концентратов, 
производя 73 % всего объема. На рынке медных 
концентратов УГОК занимает второе место, усту-
пая 10 % Гайскому ГОКу.  

 

 
 
Рис. 3. Анализ сегмента рынка меди в медном  

концентрате 

Начнем решение проблемы с первой задачи – 
модели оптимального распределения инвестиций. 
Используя данную модель, определим объемы 
финансирования УГМК – Холдингом трех дочер-
них предприятий. Общий объем финансирования – 
                                                           
3 Годовой отчет ОАО «УГОК» с 2009–2011 гг. 
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5 млрд руб. Известна эффективность капитальных 
вложений в каждое предприятие, заданная значе-
нием нелинейной функции i ig (x ) . Необходимо 

распределить выделенные средства между пред-
приятиями таким образом, чтобы получить макси-
мальный суммарный доход. 

Для упрощения расчетов предполагаем, что 
распределение средств осуществляется в целых 
числах ix = {0, 1, 2, 3, 4, 5} млрд руб.  

Прибыль будет распределяться в зависимости 
от вложений средств в производство каждого 
предприятия [7].    x = δ

α + β + γ
 ∙ α;  y = δ

α + β + γ
 ∙  β;    x = δ

α + β + γ
 ∙  γ; 

α = 8,5 млрд руб.; β = 10 млрд руб.; γ = 4 млрд руб. 
Зная распределяемую прибыль (от 0 до 5 млрд 

руб.), мы можем составить нашу матрицу (табл. 2). 
 

Таблица 2  
Искомая матрица 

X g1 g2 g3

0 0 0 0 
1 0,46 0,54 0,000216 
2 1,02 1,2 0,00048 
3 1,38 1,62 0,00065 
4 1,836 2,16 0,00086 
5 2,3 2,7 0,00108 

I этап. Условная оптимизация 
Шаг 1: k = 3. Предположим, что 

все средства в количестве x3 = 5 млрд 
руб. отданы третьему предприятию. 
В этом случае максимальная эффек-
тивность затрат на производство со-
ставит 3 3g (x ) , следовательно: 

3 3 3 3F (C ) g (x )= . 

Шаг 2: k  = 2. Определяем опти-
мальную стратегию при распределе-
нии денежных средств между вторым 
и третьим предприятиями. При этом 
рекуррентное соотношение Беллмана 
имеет вид:  F (C ) = max g (x ) ++F (C − x ) .   (13) 

Шаг 3: k  = 1. Определяем оптимальную 
стратегию при распределении денежных средств 
между первым и двумя другими предприятиями, 
используя следующую формулу для расчета:    F (C ) = max g (x ) + F (C − x ) .   (14) 

 
II этап. Безусловная оптимизация [9] 
Определяем компоненты оптимальной страте-

гии.  
Шаг 1: По данным из табл. 4 при распределе-

нии 5 млрд между тремя предприятиями макси-
мальная эффективность затрат на производство 
F1(5) = 2,7. При этом первому предприятию выде-
лять инвестиций не нужно.  

Шаг 2: Определим величину оставшихся де-
нежных средств, приходящуюся на долю второго и 
третьего предприятий: 2 1 1C C  – x= = 5 – 0 = 5. По 

данным табл. 3 предположим, что оптимальный 
вариант распределения средств в размере 5 млрд 
руб. составляет F2(4) = 2,16 при выделении второ-
му предприятию 4 млрд руб.  

Шаг 3: Определим величину оставшихся де-
нежных средств, приходящуюся на долю второго и 
третьего предприятий: 3 2 2C C  – x= = 5 – 4 = 1. По 

данным табл. 2 находим F3(1) = 0,000216 при вы-
делении третьему предприятию 1 млрд руб. 

Таким образом, оптимальный план распреде-
ления инвестиций X* = (0;4;1), который обеспечит 
максимальную эффективность затрат на произ-

 
 
Рис. 4. Анализ сегмента рынка цинка в цинковом концентрате 

 
Таблица 3 

Условная оптимизация 

X 0 1 2 3 4 5 F3(C3) 
*
3x  

0 0           0 0 
1   0,000216         0,000216 1 
2     0,00048       0,00048 2 
3       0,00065     0,00065 3 
4         0,00086   0,00086 4 
5           0,00108 0,00108 5 
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водство – F(5) = 0 + 0,000216 + 2,16 = 2,000216 
млрд руб. 

Рассмотрим распределение затрат по второму 
критерию – по объему добычи руды.  

Прибыль будет распределяться в зависимости 
от добычи руды на каждом предприятии [6]:  x = δ

α + β + γ
 ∙ α;  y = δ

α + β + γ
 ∙  β;  x = δ

α + β + γ
 ∙  γ. 

 
Таблица 6 

Распределение прибыли от добычи руды 

x g1 g2 g3

0 0 0 0 
1 408025 488203 103770 
2 816050 976406,5 207540 
3 1224075 1464610 311310 
4 1632100 1952813 415080 
5 2040124,5 2441016,3 518850 
 

 

I этап. Условная оптимизация 
Шаг 1: k  = 3. Предположим, что все средства 

в количестве x3 = 5 млрд руб. отданы третьему 
предприятию. В этом случае максимальная эффек-
тивность затрат на производство составит 3 3g (x ) , 

следовательно: 3 3 3 3F (C ) g (x )= . 

Шаг 2: k  = 2. Определяем оптимальную 
стратегию при распределении денежных средств 
между вторым и третьим предприятиями.  

Шаг 3: k =1. Определяем оптимальную стра-
тегию при распределении денежных средств меж-
ду первым и двумя другими предприятиями, ис-
пользуя следующую формулу для расчета [5]:   F (C ) = max g (x ) + F (C − x ) .     (15) 

 
II этап. Безусловная оптимизация  
Определить компоненты оптимальной стратегии.  
Шаг 1: По данным из таблицы 8 при распре-

делении 5 млрд между тремя предприятиями мак-
симальная эффективность добычи руды F1(5) = 
2441016,3. При этом первому предприятию выде-
лять инвестиций не нужно.  

Таблица 4 
Шаг 2 

x 0 1 2 3 4 5 F2(C2) 
*
2x  

0 0+0           0 0 
1 0+ 0,000216 0,54+0         0,54 1 
2 0+0,0005 0,54+0,0002 1,2+0       1,2 2 
3 0+0,0006 0,54+0,0005 1,2+0,00022 1,62+0     1,62 3 
4 0+0,0009 0,54+0,0006 1,2+0,00048 1,62+0,0002 2,16+0   2,16 4 
5 0+0,0011 0,54+0,0086 1,2+0,00065 1,62+0,0005 2,16+0,0002 2,7+0 2,7 5 

 
Таблица 5 

Шаг 3 

x 0 1 2 3 4 5 F1(C1) 
*
1x  

0 0+0           0 0 
1 0+0,54 0,46+0         0,54 0 
2 0+1,2 0,46+0,54 1,02+0       1,2 0 
3 0+1,62 0,46+1,2 1,02+0,54 1,38+0     1,66 1 
4 0+2,16 0,46+1,62 1,02+1,2 1,38+0,54 1,836+0   2,22 2 
5 0+2,7 0,46+2,16 1,02+1,62 1,38+1,2 1,836+0,54 2,3+0 2,7 0 

 

 
Таблица 7  

Условная оптимизация по второму критерию 

x 0 1 2 3 4 5 F3(C3) 
*
3x  

0 0           0 0 

1   103770         103770 1 

2     207540       207540 2 

3       311310     311310 3 

4         415080   415080 4 

5           518850 518850 5 
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Шаг 2: Определим величину оставшихся де-
нежных средств, приходящуюся на долю второго и 
третьего предприятий: 2 1 1C C  – x= = 5 – 0 = 5. По 

данным табл. 7 предположим, что оптимальный 
вариант распределения средств в размере 5 млрд 
руб. составляет F2(4) = 1952813 при выделении 
второму предприятию 4 млрд руб.  

Шаг 3: Определим величину оставшихся де-
нежных средств, приходящуюся на долю второго и 
третьего предприятий: 3 2 2C C  – x= = 5 – 4 = 1. По 

данным табл. 6 находим F3(1) = 103770 при выде-
лении третьему предприятию 1 млрд руб. 

Таким образом, оптимальный план распреде-
ления инвестиций X* = (0; 4; 1), который обеспечит 
максимальную эффективность добычи руды – F(5) 
= 103770 + 2441016,3 = 2571786,3 руб. 

Перейдем к решению второй задачи. По пред-
ставленным данным получается [8, 11–13].  

Средние затраты на производство [4]:  D = c q t2 = 0,738 ∙ (8332168035365 ) ∙ 22= 16846959 руб.  

где ci – затраты на 1 рубль производства меди, qi – 

объем производства меди, ts – промежуток времени 

в

 D(q) = 16846959 ∙ 182,5 = 3074570005 руб. t∗ = 307457000564811 ∙ 128122 = 0,6 дней. q∗ = r ∙ t∗ = 128122 ∙ 0,6 = 77961,4 руб. 
Рассмотрим оптимальный план по производ-

ству цинка [7]: D = 0,738 ∙ (3226070086365 ) ∙ 22= 6522848,56 руб.  D(q) = 6522848,56 ∙ 182,5 = 1190419862 руб., t∗ = 6522848,56 ∙ 182,5107530,4 ∙ 28993 = 0,62 дней. q∗ = r ∙ t∗ = 28993 ∙ 0,62 = 17975,66 руб. 
Таким образом, мы получили: оптимальное 

количество дней простоя – 1,2; оптимальное про-
изводство меди – 77961,4 рублей; оптимальное 
производство цинка – 17975, 66 рублей.  

Таблица 8 
Шаг 2.1 

x 0 1 2 3 4 5 F2(C2) 
*
2x  

0 0+0           0 0 
1 0+ 103770 488203+0         488203 1 
2 0+207540 488203+ 

103770 
976406,5+0 

      976406,5 2 
3 0+311310 488203+ 

207540 
976406,5+ 
103770 

1464610+0     
1464610 3 

4 0+415080 488203+ 
311310 

976406,5+ 
207540 

1464610+ 
103770 

1952813+0   
1952813 4 

5 0+518850 488203+ 
415080 

976406,5+ 
311310 

1464610+ 
207540 

1952813+ 
103770 

2441016,3+
0 2441016,3 5 

 
Таблица 9 

Шаг 3.1 

x 0 1 2 3 4 5 F1(C1) 
*
1x  

0 0+0      0 0 
1 0+488203 408025+0     488203 0 
2 976406,5+0 408025+488203 816050+0    976406,5 0 
3 1464610+0 408025+976406,5 816050+ 

488203 
1224075+
0 

  1464610 
0 

4 1952813+0 408025+1464610 816050+ 
976406,5 

1224075+
488203 

1632100+
0 

 1952813 
0 

5 2441016,3+0 408025+1952813 816050+ 
1464610 

1224075+
976406,5 

1632100+
488203 

2040124,5
+0 

2441016,3 
0 
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Задачи решены. Можно предложить следую-
щую стратегию развития исследуемого предпри-
ятия: освоение новых месторождений, оптимизи-
ровать производство медных и цинковых концен-
тратов, сокращая производство цинковых и делая 
акцент на производстве медных концентратов, 
чтобы стать лидером на данном рынке. Данная 
стратегия может быть реализована при финансо-
вой устойчивости предприятия. Рассчитаем пока-
затель финансовой устойчивости [3].  

Заключение 
Применяя экономико-математическую модель 

определения оптимальной производственной 
мощности рудника, получен показатель, равный 
4712000 тонн. Производственная мощность Уча-
линского рудника – 1560 тыс. тонн, а Узельгин-
ского рудника – 3650 тыс. тонн. Проведя соответ-
ствующий анализ производства ОАО «Учалинский 
ГОК», был получен оптимальный план производ-
ства: оптимальное производство меди – 77961,4 
рублей; оптимальное производство цинка – 
17975,66 рублей. Остаточный объем производства 
двух основных рудников ОАО «УГОК» составляет 
160 млн тонн руды. 
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The economy of Russia is based around the mineral-raw material complex to the highest degree. The 

mining industry is a prioritized and important area. Given the high competitiveness of businesses in this sec-
tor, increasing the efficiency of completed work and manufactured products will become a central issue. Im-
provement of planning and management in this sector should be based on multivariant study and the optimi-
zation of planning decisions, the appraisal of their immediate and long-term results, taking the dynamic of 
economic development into account. All of this requires the use of economic mathematic models and me-
thods. 

The object of research is the work of OAO “Uchalinsky GOK” which is the leading plant in the extrac-
tion and enrichment of copper-zinc ores in the Ural region. Production capacity is the most important tech-
nical-economical indicator established to substantiate the feasibility of exploration and further development 
of a site for the design of new and reconstruction of old mining processing plants. The optimal production 
capacity is the capacity at which ore is extracted with the most favorable indicators of workforce productivi-
ty, production costs and overhead costs. Applying an economic-mathematic model to determine optimal ore 
mine production capacity, we receive a figure of 4,712,000 tons. The production capacity of the Uchalinsky 
ore mine is 1560 thousand tons, and the Uzelginsky ore mine – 3650 thousand. Conducting a corresponding 
analysis of the production of OAO “Uchalinsky Gok”, an optimal production plan was received: the optimal 
production of copper – 77961,4 rubles; the optimal production of zinc – 17975.66 rubles. The residual pro-
duction volume of the two main ore mines of OAO “UGOK” is 160 million tons of ore. 

Keywords: copper-zinc ores, production capacity, underground ore mine, optimal production plan, 
production reserves. 
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