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Численным методам интегрирования дифференциальных уравнений движения дина-
мических систем, несмотря на их крайне широкое распространение в инженерной и науч-
ной деятельности, присущи определенные недостатки. Так, получив численное решение 
дифференциальных уравнений для конкретной точки пространства параметров динамиче-
ской системы (что с точки зрения инженерной практики соответствует конкретной конст-
рукции технического объекта), в общем случае нельзя гарантировать, что результаты бу-
дут справедливы для других точек данного пространства (для других конструкций). Такое 
обобщение, нелокальное использование результатов локального анализа, возможно лишь в 
том случае, если исследуемая динамическая система обладает определенными свойствами. 
В статье рассматривается вопрос: при каких условиях результаты, полученные при по-
строении законов движения исследуемой динамической системы численным интегрирова-
нием дифференциальных уравнений движения ее математической модели (т. е. «просче-
том» одной точки пространства параметров), могут быть использованы «нелокально», т. е. 
могут быть распространены на все пространство конструктивных параметров исследуемой 
динамической системы? Для решения вопроса о возможности «нелокального использова-
ния результатов локального анализа динамических систем» достаточно привести уравне-
ния движения исследуемой динамической системы к нормальному виду и далее убедиться 
в том, что в расширенном пространстве конструктивных параметров исследуемой динами-
ческой системы правые части упомянутой выше нормальной формы удовлетворяют усло-
виям Липшица. В настоящей статье на примере динамической системы, описывающей 
движение транспортного средства с адаптивной подвеской по непрямолинейному дорож-
ному профилю, рассматривается вопрос возможности обобщения результатов локального 
анализа на нелокальную область. 

Ключевые слова: адаптивная подвеска, математическая модель, анализ динамических 
систем. 

 
 
Введение 
В настоящее время при построении законов движения динамических систем [1], т. е. при ре-

шении задачи Коши («начальная» задача) [2, 3] или при построении периодического решения [3] 
дифференциальных уравнений движения динамических систем, как правило, авторы используют 
«численное» решение. При этом анализируется лишь одна точка пространства параметров дина-
мической системы. Однако в завершении исследования, никак это не обосновывая, авторы пыта-
ются обобщить полученные выводы на всё пространство параметров динамической системы. 
В общем случае это, конечно же, недопустимо. Такой переход к «нелокальному использованию 
результатов локального анализа» возможен лишь в том случае, когда исследуемая динамическая 
система обладает некоторыми специальными свойствами [4].  

Поскольку данная проблема общеизвестна [4] и возникает всякий раз при «численном» по-
строении законов движения динамических систем, т. е. несомненно актуальна, рассмотрим более 
подробно ее решение на примере построения законов движения автомобиля с адаптивной под-
веской по непрямолинейному профилю дорожного покрытия. 
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1. Расчетная схема автомобиля с адаптивной подвеской, принятые допущения 
Итак, рассмотрим динамическую модель переднеприводного автомобиля с адаптивной под-

веской [5], движущегося по непрямолинейному дорожному покрытию (см. рисунок).  
 

 
Расчетная схема транспортного средства с адаптивной подвеской 

 
На рисунке введены следующие обозначения: JДВ  маховик, имитирующий вращающиеся де-

тали и звенья приводного двигателя; JСЦ   маховик, имитирующий вращающиеся детали диска 
сцепления и приведенные к нему ведущие звенья коробки передач; JКП  маховик, имитирующий 
вращающиеся детали ведомых звеньев коробки передач; JГ   маховик, имитирующий вращающие-
ся детали от синхронизатора включенной передачи до их колес автомобиля; СП1 (fП1), СП2 (fП2)  
функциональные аналоги упругих элементов с нелинейной рабочей характеристикой передней и 
задней подвесок, соответственно; KП1 (fП1, u1), KП2 (fП2, u2)  функциональные аналоги адаптивных 
амортизаторов передней и задней подвесок соответственно; fП1, fП2  деформация передней и зад-
ней подвески соответственно; u1, u2  управляющие воздействия на адаптивные амортизаторы пе-
редней и задней подвески соответственно; СТР1, СТР2, KТР1, KТР2  коэффициенты жесткости и 
демпфирования соответствующих участков трансмиссии; CN

ш1, CN
ш2, C

ш1, C
ш2  коэффициенты 

нормальной и угловой жесткости шин колес передней и задней осей соответственно; α  угол спус-
ка (подъема);  
ϑ  угол поворота подрессоренной массы в плоскости XOZ; MП  масса подрессоренная;  
М1, М2  массы неподрессоренные, передняя и задняя соответственно;  η1, η2   перемещения верти-
кальные соответствующих неподрессоренных масс;  h1, h2   высота неровностей дорожного про-
филя под соответствующими колесами;  Pk  сила тяги; Pf1 , Pf2  силы сопротивления качению со-
ответствующих колес; PN1 , PN2   реакции нормальные соответствующих колес; 1, 2  углы на-
клона нормальных реакций; PW  сила сопротивления воздуха. 

При составлении динамической модели автомобиля приняты следующие допущения: 
– движение плоское (в поперечной плоскости движение отсутствует), т. е. высота неровно-

стей дороги под левыми и правыми бортами одинаковая и перемещение неподрессоренных масс 
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происходит только перпендикулярно плоскости дороги, в продольном направлении вместе с под-
рессоренной массой; 

– рассматриваются легковые автомобили среднего класса сегмента B длиной до 4,2 м; 
– рассматриваются переднеприводные автомобили; 
– проскальзывание в точке контакта колеса с опорной поверхностью отсутствует;  
– не учитывается диссипация энергии в пружинах подвески, сайлентблоках и т. п.; 
– не учитывается деформация сайлентблоков и подобных элементов подвески. 
При разработке динамической модели за основу была взята модель, предложенная авторами 

В.А. Умняшкиным, Н.М. Филькиным, Р.С. Музафаровым [6]. Новизна нашей модели заключает-
ся в рассмотрении переднеприводного автомобиля с адаптивной подвеской, а также наличии раз-
работанных функциональных аналогов упругих элементов с нелинейной рабочей характеристи-
кой и адаптивных амортизаторов, характеризующихся семейством нелинейных рабочих характе-
ристик, математическое описание которых представляет собой функцию двух переменных  
скорости перемещения штока и управляющего параметра. 

 

2. Математическая модель транспортного средства с адаптивной подвеской 
С учетом принятых допущений исследуемая динамическая система имеет десять степеней 

свободы. Запишем вектор обобщенных координат: 
ݍ =	 ݈݋ܿ ቄܺ		ܼ		ߴ		ߟଵ		ߟଶ	дв	сц		кп		г		кଵቅ .   

Здесь: X  продольное перемещение автомобиля; Z  перемещение подрессоренной массы верти-
кальное; ϑ  угол поворота подрессоренной массы в плоскости XOZ; η1, η2  перемещения верти-
кальные соответствующих неподрессоренных масс; дв, сц, кп, г   углы поворота деталей со-
ответствующих участков трансмиссии.   

Следует отметить, что исследуемая динамическая система содержит неголономные связи. 
Поэтому составление математической модели движения автомобиля на основе уравнений  
Лагранжа второго рода в данном случае неприемлемо. Для составления математической модели 
движения исследуемой динамической системы воспользуемся особой формой уравнений  
Лагранжа второго рода – уравнениями Лагранжа второго рода с избыточными координатами [7]: 

ௗ
ௗ௧
ቀ డ்
డ௤̇ೖ

ቁ − డ்
డ௤ೖ

+ డП
డ௤ೖ

+ డФ
డ௤̇ೖ

= ܳ௞ +	∑ ௜ℎ௜௞ଶߣ
௜ୀଵ                              (1) 

Здесь: Т – кинетическая энергия системы; П – потенциальная энергия системы; Ф – диссипатив-
ная функция Рэлея, характеризующая скорость рассеяния механической энергии; Qk – обобщен-
ная сила, соответствующая k-й обобщенной координате q୩;	̇ݍ	– оператор – оператор дифферен-
цирования по переменной t; ૃܑ – множители Лагранжа [10]; ܓܑܐ – дополнительные функции «Ла-
гранжа»; k  {1, 2, …, 12}. 

Избыточные координаты не являются независимыми. Поэтому к уравнениям (1) следует до-
бавить уравнения, связывающие избыточные координаты с независимыми обобщенными коор-
динатами: 

ௗ௫ಿభ
ௗ௧

 = 0;  ௗ௫ಿమ
ௗ௧

.                                            (2) 

Здесь:  ௗ௫ಿభ
ௗ௧

, ௗ௫ಿమ
ௗ௧

 – проекции векторов скоростей точек N1 и N2 на ось OX. 
Рабочий режим движения исследуемой динамической системы – переходный процесс, пред-

ставляющий собой «наезд автомобиля на неровность и последующий её проезд». В математиче-
ской постановке реализация этого процесса [8–11] соответствует решению задачи Коши с задан-
ными начальными условиями: 

X(0)=X0;  Z(0)=Z0; (0)ߴ = ଵ(0)ߟ ;଴ߴ = ଶ(0)ߟ ;1଴ߟ =  	;2଴ߟ
дв(0)= дв0; сц(0)= сц0; кп(0)= кп0;                                 (3) 
2(0)= 20 ; k1(0)= k10. 
Для использования в математической модели движения автомобиля [12–14] разработанных 

функциональных аналогов упругих элементов и регулируемых амортизаторов необходимо вы-
числить частные производные потенциальной энергии П и диссипативной функции Ф системы 
по обобщенным координатам и скоростям. Вычисление частной производной слагаемых потен-
циальной энергии системы, связанных с упругими элементами подвесок, по обобщенным коор-
динатам проводится по соотношению 
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డ(ПпభାПпమ)
డ௤

=
డ ∫ ஼пభ൫௙пభ(௓,ణ,ఎభ)൯ௗ௙пభ

೑пభ
బ

డ௤
+

డ ∫ ஼пమ(௙пమ(௓,ణ,ఎమ))ௗ௙пమ
೑пమ
బ

డ௤
.  

Деформация упругих элементов ࡯п૚, ࡯п૛ есть функция вертикального перемещения подрес-
соренной массы Z, угла поворота подрессоренной массы ϑ и вертикальных перемещений непод-
рессоренных масс ࣁ૚, ࣁ૛. Выполним следующие преобразования: 

డ(ПпభାПпమ)
డ௓

=
డ ∫ ஼пభ൫௙пభ(௓,ణ,ఎభ)൯ௗ௙пభ

೑пభ
బ

డ௓
+

డ ∫ ஼пమ൫௙пమ(௓,ణ,ఎమ)൯ௗ௙пమ
೑пమ
బ

డ௓
−

డ ∫ ஼пభ൫௙пభ(௓,ణ,ఎభ)൯ௗ௙пభ
೑пభ
బ

డ௙пభ
 డ௙пభ
డ௓

 + 

+
డ ∫ ஼пమ൫௙пమ(௓,ణ,ఎమ)൯ௗ௙пమ

೑пమ
బ

డ௙пమ
 డ௙пమ
డ௓
.	  

Применив теорему о производной интеграла с переменным верхним пределом интегрирова-
ния, получим 

డ(ПпభାПпమ)
డ௓

= пଵ൫ܥ п݂ଵ(ܼ, ,ߴ ଵ)൯ߟ
డ௙пభ
డ௓

+ пଶ൫ܥ п݂ଶ(ܼ, ,ߴ ଶ)൯ߟ
డ௙пమ
డ௓
.  

Аналогичные результаты могут быть получены при дифференцировании по другим обоб-
щенным координатам, а также для вычисления производной диссипативной функции Ф по обоб-
щенным скоростям. 

С учетом полученных результатов уравнения (1) примут вид: 
Ммܺ̈ +

డП
డ௑
+ ௙ܲଵ + ௙ܲଶ + ௪ܲ − кܲ = 0,  

Мпܼ̈ +
డП
డ௓
+ డФ

డ௓̇
+ ൫ܼ̇݊݃݅ݏ + ߴଶݏ݋ܿ/ߴଵ̇ܮ − ଵ൯ߟ̇ Пܲଵ

тр + ൫ܼ̇݊݃݅ݏ − ߴଶݏ݋ܿ/ߴଶ̇ܮ − ଶ൯ߟ̇ Пܲଶ
тр = 0,  

ߴణ̈ܬ +
డП
డణ
+ డФ

డణ̇
+ ൫ܼ̇݊݃݅ݏ + ߴଶݏ݋ܿ/ߴଵ̇ܮ − ଵ൯ߟ̇ Пܲଵ

трܮଵ + ൫ܼ̇݊݃݅ݏ − ߴଶݏ݋ܿ/ߴଶ̇ܮ − ଶ൯ߟ̇ Пܲଶ
трܮଶ = 0,  

Мଵ̈ߟଵ +
డП
డఎభ

+ డФ
డఎ̇భ

= 0,  

Мଶ̈ߟଶ +
డП
డఎమ

+ డФ
డఎ̇మ

= 0,    

двܬ) + сц)߮̈двܬ +
డП
డఝсц

+ డФ
డఝ̇сц

трଵܯ+ двܯ− = 0,                            (4) 

߮̈сц = ߮̈дв,  
кп݅௞ଶܬ) + г)߮̈гܬ + ( డП

డఝкп
+ డФ

డఝ̇кп
)݅௞ +

డП
డఝг

+ డФ
డఝ̇г

трଶܯ+ = 0,  
߮̈кп = ߮̈г݅௞ ,  
кଵ߮̈кଵܬ +

డП
డఝкభ

+ డФ
డఝ̇кభ

= 0,  

௜(0)ݍ = ௜଴ݍ , ௜(0)ݍ̇ = ௜଴ݍ̇ , ݅ = 1,10തതതതതത.  
Таким образом, дифференциальные уравнения (4) в совокупности с начальными условия-

ми (3) и дополнительными уравнениями (2) представляют собой математическую модель иссле-
дуемой динамической системы «движение автомобиля с регулируемой подвеской по стандарти-
зированным единичным неровностям». 

 

3. Нелокальное использование результатов локального анализа 
Теперь вернёмся к решению поставленной в данной работе задаче: при каких условиях ре-

зультаты, полученные при построении законов движения исследуемой динамической системы 
численным интегрированием дифференциальных уравнений движения её математической моде-
ли (т. е. «просчетом» одной точки пространства параметров), могут быть использованы «нело-
кально», т. е. могут быть распространены на все пространство конструктивных параметров ис-
следуемой динамической системы? С этой целью введем в рассмотрение дополнительно про-
странство G1 конструктивных параметров исследуемой динамической системы и «расширенное» 
пространство G [15–17]: 

G= {G1; t}.                                                (5) 
Далее следует лишь привести дифференциальные уравнения (2) и (4) к нормальной [1, 2] 

форме и убедиться в том, что правые части упомянутой выше нормальной формы в пространст-
ве (5) удовлетворяют известным условиям Липшица [3]. Если это свойство исследуемой динами-
ческой системы имеет место, то, согласно теореме Пикара [3], решение задачи Коши для уравне-
ний (2)–(4) существует и в пространстве G непрерывно зависит от параметров исследуемой ди-
намической системы. Отсюда и следует возможность нелокального использования результатов 
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локального анализа, т. е. возможность распространения результатов анализа единственной (непо-
средственно «просчитанной») точки пространства (5) на все пространство (5). 

Таким образом, для решения вопроса о возможности «нелокального использования результа-
тов локального анализа динамических систем» достаточно привести уравнения движения иссле-
дуемой динамической системы к нормальному виду и  далее убедиться в том, что в расширенном 
пространстве конструктивных параметров исследуемой динамической системы правые части 
упомянутой выше нормальной формы удовлетворяют условиям Липшица. 

 
Выводы 
В статье рассмотрен вопрос о правомерности нелокального использования результатов ло-

кального анализа при численном решении систем дифференциальных уравнений, описывающих 
движение динамических систем. Показано, что для обобщения решения, полученного в одной 
точке пространства параметров, на все определенное пространство необходимо, чтобы правые 
части системы, приведенной к нормальной форме, удовлетворяли условиям Липшица. 

 
Обсуждение и применение 
Актуальность проведенного в статье исследования не вызывает сомнений, так как проблема 

использования результатов «локального» эксперимента в нелокальной области параметров часто 
возникает при анализе динамических систем различной природы и назначения. Более конкретно 
полученные в статье результаты могут быть широко использованы при проектировании узлов 
автомобилей, например, при проектировании адаптивных подвесок с нелинейными упругими 
элементами и управляемыми амортизаторами с гипершироким семейством характеристик [5]. 
При этом возможно разработать адаптивные подвески, обеспечивающие высокий уровень ком-
форта водителя и пассажиров, высокий уровень плавности движения автомобиля, резкое сниже-
ние в конструкции динамических нагрузок на узлы и детали автомобиля, перевозимый груз, чле-
нов экипажа и пассажиров. Вместе с тем, разработанные подвески будут отличаться безопасно-
стью движения транспортных средств, хорошей управляемостью и защитой от перегрузок в 
экстремальных условиях вождения. Все эти свойства очень важны с учетом далеко не идеальной 
дорожной сети России. Заметим, что доказательство возможности использования результатов 
«локального» эксперимента на нелокальную область параметров имеет универсальный характер 
и позволяет избежать многих ошибок при попытках обобщения результатов анализа конкретных 
конструкций динамических систем на все конструкции этих систем в области расширенного 
множества семейства этих конструкций [18–20]. 

 
Статья выполнена при поддержке Правительства РФ (Постановление № 211 от 16.03.2013 г.), 

соглашение № 02.A03.21.0011. 
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Numerical methods of integration of differential equations of motion of dynamic systems, de-
spite their extremely widespread use in engineering and scientific activities, have certain disad-
vantages. So, having obtained a numerical solution of differential equations for a specific point in 
the space of parameters of a dynamic system (which, from the point of view of engineering prac-
tice, corresponds to a specific design of a technical object), in the general case, it cannot be guaran-
teed that the results will be valid for other points of this space (for other structures). Such a general-
ization, non-local use of the results of local analysis, is possible only if the dynamical system under 
study has certain properties. The article considers the question: under what conditions the results 
obtained in the construction of the laws of motion of the investigated dynamic system by numerical 
integration of the differential equations of motion of its mathematical model (that is, by “calculat-
ing” one point of the parameter space) can be used “nonlocally”, i.e. can be extended to the entire 
space of design parameters of the investigated dynamic system? To solve the problem of the possi-
bility of “non-local use of the results of local analysis of dynamical systems”, it is sufficient to bring 
the equations of motion of the dynamical system under study to a normal form and, further, make 
sure that in the expanded space of design parameters of the dynamical system under study, the 
right-hand sides of the above-mentioned normal form satisfy the Lipschitz conditions. In this arti-
cle, using the example of a dynamic system describing the movement of a vehicle with an adaptive 
suspension along a non-straight road profile, the issue of the possibility of generalizing the results 
of local analysis to a non-local area is considered. 

Keywords: adaptive suspension, mathematical model, dynamic systems analysis. 
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