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Надежность технической системы обуславливается сохраняемостью, ремонтопригод-

ностью, долговечностью и безотказностью. Вероятность безотказной работы как количе-

ственная оценка безотказности является важным параметром надежности зубчатых пере-

дач. Расчет вероятности безотказной работы ведется по различным критериям – возмож-

ным видам отказа передачи. У поверхностно-упрочненных зубчатых цилиндрических 

передач такими отказами являются: поломка зубьев (критерий изгибной выносливости), 

выкрашивание рабочих поверхностей зуба (критерий контактной выносливости), глубин-

ное выкрашивание рабочих поверхностей зуба (критерий глубинной контактной выносли-

вости). Цель статьи – разработать методику расчета вероятности безотказной работы по-

верхностно-упрочненных зубчатых цилиндрических передач по критерию глубинной кон-
тактной выносливости. Объект исследования – поверхностно-упрочненные 

цилиндрические прямозубые и косозубые передачи. В статье выполнен анализ сущест-

вующих методик оценки надежности зубчатых цилиндрических передач по критерию глу-

бинной контактной выносливости. Разработан алгоритм и представлены расчетные фор-

мулы для определения вероятности безотказной работы зубчатой цилиндрической переда-

чи по критерию глубинной контактной выносливости. Для определения действующих 

напряжений внутри тела зуба используются формулы, основанные на обобщенном крите-

рии предельного состояния Лебедева-Писаренко для структурно неоднородного материа-

ла. Для определения функции плотности распределения контактных напряжений в мето-

дике реализованы инструменты непараметрической статистики. Реализация разработанной 

методики и сравнение результатов расчета со значениями вероятности безотказной работы 

рассчитываемой передачи по критериям контактной и изгибной выносливости показало, 
что при увеличении максимального крутящего момента лимитирующим критерием безот-

казности передачи становится глубинная контактная выносливость. Разработанная мето-

дика может служить частью методологии проверочного расчета зубчатых цилиндрических 

передач, основанной на численных методах моделирования. 

Ключевые слова: вероятность безотказной работы, глубинная контактная выносли-
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Введение 
Безотказность является составным критерием оценки надежности зубчатых передач. Безот-

казность зубчатой передачи подразумевает способность непрерывно сохранять свою работоспо-

собность за установленный срок службы. Для количественного определения безотказности пере-

дач выполняется расчет вероятности безотказной работы, основанный на вероятно-
статистических методах. Ввиду того, что существуют различные виды отказов зубчатых передач, 

вероятность безотказной работы можно определить по различным критериям. К отказам зубча-

тых передач и критериям безотказной работы относятся: поломка зубьев – изгибная выносли-
вость; выкрашивание рабочих поверхностей зуба – контактная выносливость; глубинное выкра-

шивание рабочих поверхностей зуба – глубинная контактная выносливость; абразивный износ – 

износостойкость; заедание – противозадирная стойкость. 
Первые три критерия являются наиболее важными критериями безотказной работы поверх-

ностно-упрочненных зубчатых передач. Расчет вероятности безотказной работы по критерию 

изгибной и контактной выносливости разработан с достаточной глубиной и при корректном оп-

ределении погрешности взаимного положения зубьев позволяет получить расчетные данные, со-
гласующиеся с экспериментальными данными [1]. 

Глубинная контактная выносливость – это способность материала зуба сопротивляться цик-

лическим напряжениям (глубинным контактным напряжениям) внутри зуба. Напряжения внутри 
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зуба являются следствием напряжения на площадке контакта, сил трения между зубьями и оста-

точных напряжений в теле зуба. Расчет глубинных контактных напряжений у инженеров и ис-
следователей строится на положениях теории сопротивления материала. 

В основе методики расчета на предотвращение глубинного контактного разрушения, пред-

ставленной в ГОСТ 21354-87 [2], лежит гипотеза Геста–Мора: определение касательных напря-

жений с учетом положительного влияния нормальных напряжений. Гипотеза также используется 
в методиках расчета на определение минимального коэффициента запаса прочности по глубине 

упрочненного слоя зуба в [1, 3, 4]. 

Влияние остаточных напряжений в упрочненном слое зуба учитывается в [5]. Методика ис-
пользует подход, предложенный Финдли [6], суть которого заключается в том, что существует 

плоскость в теле зуба, на которой при максимальном нормальном напряжении амплитуда каса-

тельных напряжений максимальна. В этой критической плоскости определяется эффективное 
напряжение. В расчетах используется параметр материала зуба, который именуется критерием 

Финдли. Критерий в [7–9] имеет другие расчетные формулы и носит наименования: критерий 

Данг Вана или критерий Матаке. В основном расчет сводится к определению точки по глубине 

упрочненного слоя зуба с минимальным коэффициентом запаса прочности [10], с последующим 
определением в этой точке усталостного ресурса передачи [11]. 

В [12] расчет действующих эффективных напряжений по глубине упрочненного слоя осно-

ван на обобщенном критерии предельного состояния Лебедева–Писаренко [13] для структурно 
неоднородного материала. 

В исследовании [14] распределение напряжений и зоны пластической деформации оценива-

лись с помощью упругопластической модели для пластически градиентных материалов. Модель 

подробно описана в [15]. Эквивалентная пластическая деформация при расчете определяется по 
Мизесу путем численного моделирования (методом конечных элементов) напряжений по глуби-

не упрочненного слоя. 

Также существуют методики [16, 17], определяющие лишь глубину опасной зоны, соответст-
вующей максимальному значения отношению эквивалентных напряжений (по принятому крите-

рию) к твердости по Виккерсу, при этом не пытаясь определить какие-либо качественные значе-

ния (коэффициент запаса прочности, ресурс передачи и др.). 
В рассмотренных выше методиках расчета, а также [18–20] не было обнаружено создания 

методики расчета вероятности безотказной работы по критерию глубинной контактной выносли-

вости. 

Цель статьи – разработать методику расчета вероятности безотказной работы поверхностно-
упрочненных зубчатых цилиндрических передач по критерию глубинной контактной выносливо-

сти. 

Методика расчета вероятности безотказной работы по критерию глубинной контакт-

ной выносливости 

В общем виде вероятность безотказной работы зубчатых передач, при известных функциях 

плотности распределения фактических напряжений и допускаемых, сводится к определению ин-
теграла: 

                                           

  

 

 

  

 

     

где  ,      – фактические и допускаемые напряжения;    – максимальное допускаемое напряже-

ния;   ,       – функции плотности фактических и допускаемых напряжений. 
Для определения фактических и допускаемых напряжений используем расчетные формулы 

из методики [21], основанной на критерии предельного состояния Лебедева–Писаренко. Выбор 

формул основан на проведенном анализе и валидации существующих методик расчета глубин-

ной контактной выносливости цилиндрических передач [22].  

Действующее эффективное напряжение   рассчитывается по формуле, МПа: 
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где   – параметр пластичности материала;    – интенсивность октаэдрических напряжений, МПа;   ,   , 

   – главные напряжения, МПа;   – статистический параметр дефектности для закаленных сталей   
       . 

Пластичность материала   имеет функциональную зависимость от твердости материала и вида ХТО: 

– цементация 

                                                                                                                    (3) 

– нитроцементация 

                                                                                                                   (4) 

где     – твердость стали по Виккерсу (при            ). 

Напряжения   ,   ,    определяются через компоненты   ,   ,   ,    ,    ,     контактного 

напряжения   , связанные кубическим уравнением: 

              
              

где   ,   ,    – коэффициенты уравнения, рассчитываемые по формулам: 

             

                     
     

     
   

                                  
       

       
     

Индексация главных напряжений – корней уравнения (5) – определяется через условие: 

        . 

Компоненты   ,   ,   ,    ,    ,     контактного напряжения    для случая первоначального 

контакта двух цилиндров по линии рассчитываются по формулам [23]: 

        
 

 
  

    

 
     

      
 

 
  

    

 
   

    

       
      

      
   

       
 

    

 
  

       
    

        
 

    
  

где     – координаты точки на площадке касания (рис. 1), мм;   – полуширина эллиптической 

площадки касания (см. рис. 1), мм;   – коэффициент Пуассона;   – корень уравнения 
  

    
 

  

 
 

 . Напряжения    ,     принимаются равными нулю. 

Интенсивность октаэдрических напряжений определяются по формуле, МПа: 

   
  

 
                             

Допускаемые эффективные напряжения определяются по формуле, МПа: 

                           
 
     

где     – коэффициент долговечности;    – коэффициент, зависящий от характера контактиро-

вания (для линейного контакта             );    – коэффициент, зависящий от числа «зон 

риска» в пределах упрочненного слоя (при наличии одной зоны     , двух зон –         
    );    – коэффициент, учитывающий влияние внешней касательной нагрузки;    – коэффици-

ент, учитывающий качество материала и ХТО (для углеродистых и низколегированных сталей, 

не содержащих никеля             , для легированных сталей с содержанием никеля до 
1 %            , для никельсодержащих сталей             ). 
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Рис. 1. Расчетная схема контактных напряжений двух параллельных цилиндров 

Коэффициент долговечности     вычисляется по формуле: 

     
   

   

  
  

где     – эквивалентное число циклов перемены напряжений. 

Коэффициент    имеет функциональную зависимость координаты  : 

   
 

           
       

   
             

  

где     – отношение профильного радиуса к продольному,       (линейный контакт);   – ко-

эффициент трения;    – относительная координата z         . 
При выполнении расчетов на сопротивление глубинной контактной усталости используется 

функция распределения твердости по глубине упрочненного слоя. Существует множество раз-
личных функций распределения твердости [24–26], используемых инженерами и исследователя-

ми, при расчетах зубчатых передач. Авторами данной статьи была оценена точность существую-

щих функций распределения твердости по глубине упрочненного слоя рабочих поверхностей 

зубчатых передач на основе известных экспериментальных данных. В результате оценки точно-
сти были выбраны следующие уравнения, используемые в описываемой методике: 

– при цементации 

                                   
где 

                
 

  
 
 

   
 

  
 
 

  

– при нитроцементации 
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В (17)–(20) приняты следующие обозначения:    – твердость поверхности зуба;      – мак-

симальная твердость упрочненного слоя;      – эффективная твердость упрочненного слоя;    – 

твердость сердцевины;      – глубина максимальной твердости упрочненного слоя;      – эф-

фективная толщина упрочненного слоя;    – толщина упрочненного слоя (расстояние от поверх-

ности до сердцевины). 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 
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Для расчета вероятности безотказной работы по критерию контактной или изгибной прочно-
сти функция фактических напряжения будет зависеть только от переменной величины крутящего 

момента. Однако в случае расчета глубинной контактной выносливости фактические напряжения 

зависят от контактных напряжений    и изменяются по глубине упрочненного слоя. При этом с 

изменением контактных напряжений    меняется и координата минимального коэффициента 

запаса прочности          , так как компоненты объемного напряженного состояния внутри 

тела зуба зависят от величины площадки контакта (9)–(12), размер которой коррелирует с кон-

тактными напряжениями   . Предел выносливости также будет изменяться по глубине упроч-
ненного слоя из-за изменения его твердости. На рис. 2 представлен график изменения координа-

ты расположения точки        с минимальным коэффициентом запаса прочности    в зависи-

мости от изменения контактных напряжений   . 

 

 
Рис. 2. График изменения координаты расположения точки         
с минимальным коэффициентом запаса прочности в зависимости  

от изменения контактных напряжений    
 

В результате для создания методики расчета вероятности безотказной работы зубчатых пе-

редач по критерию глубинной контактной выносливости был взят за основу подход, предложен-

ный в [27], для расчета вероятности безотказной работы корпуса трубопроводной арматуры по 
критерию прочности. Суть подхода в том, что с помощью численного моделирования определя-

ется набор опасных (по критерию прочности) точек корпуса, далее для каждой точки получают 

функцию напряжений и рассчитывают вероятность безотказной работы. Вероятность безотказ-

ной работы корпуса оценивается точкой с минимальным значением. 
Стоит отметить, что есть и другой вариант решения поставленной задачи: нужно решить за-

дачу оптимизации для функции двух переменных             , используя методы нелиней-
ного программирования. Затем рассчитать вероятность безотказной работы для       , получен-
ного на предыдущем этапе. Это вариант расчета был отклонен по причине того, что, велика веро-

ятность возникновения овражных, седловых зон на функции         , потребуется постоянный 
контроль при расчетах (вывод отображения функции         ) и применение громоздких алго-
ритмов при реализации методов оптимизации. 

На рис. 3 представлен алгоритм расчета для определения вероятности безотказной работы по 

критерию глубинной контактной выносливости. 

Основные блоки алгоритма на рис. 3 пронумерованы. Остановимся подробнее на каждом из 
них. 

Блок 1 (см. рис. 3) предназначен для ввода исходных данных. Выборка контактных напряже-

ний, необходимая в исходных данных, либо передается из расчета вероятности безотказной рабо-

ты по критерию контактной выносливости, либо генерируется датчиком случайных чисел с ука-
занием типа функции плотности распределения контактных напряжений и ее параметров. Также 

в исходных данных необходимо указать параметры поверхностного упрочнения зубьев, модуль 

упругости, коэффициент Пуассона и приведенный радиус кривизны в полюсе зацепления. 
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Рис. 3. Алгоритм расчета для определения вероятности безотказной работы  

по критерию глубинной контактной выносливости 
 

На основе полученной выборки контактных напряжений в блоке 2 (см. рис. 3) нужно опреде-
лить закон распределения контактных напряжений, используя методы непараметрической стати-

стики [28]. Блок 2 представляет собой отдельную программу, если функция плотности распреде-

ления известна, то блок 2 пропускается в расчете. 

Блоки 3 и 4 выполняют расчеты параллельно, используя формулы (1)–(20). Блок 3 рассчиты-
вает вероятность безотказной работы при максимальном значении контактного напряжения из 

полученной выборки, при этом координату        для расчета определяют как координату, для 

которой функция коэффициента запаса прочности          . В блоке 4 выполняется расчет 
вероятности безотказной работы для всех координат    (      ), равномерно распределенных 

по глубине упрочненного слоя, количество   которых задается пользователем. Разброс значений 

(коэффициент вариации) допускаемого глубинного напряжения на глубине меньше эффективной 

толщины упрочненного слоя принимается равным 5 %, на большей – 10 % [12]. 
В блоке 5 (см. рис. 3) определяется минимальное значение вероятности безотказной работы, 

из полученных в блоках 3 и 4 и выводится график плотностей распределения фактических и до-

пускаемых контактных напряжений. 
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Результаты расчетов 
Используя представленный алгоритм, выполним расчет вероятности безотказной работы для 

зубчатой цилиндрической передачи, параметры которой представлены в таблице. 
Таблица 

Параметры зубчатой передачи 

Параметр Значение 

Модуль, мм 10,5 

Число зубьев: 

– шестерни 

– колеса 

 

12 

53 

Приведенный радиус кривизны в полюсе зацепления, мм 94,605 

Угол наклона зубьев, град 0 

Эквивалентное число циклов нагружения             

Материал 12ХН3А 

Поверхностное упрочнение цементация 

Твердость поверхности зуба, HV 600 

Твердость сердцевины, HV 320 

Эффективная твердость, HV 550 

Общая толщина упрочненного слоя, мм 2 

Эффективная толщина упрочненного слоя (по ГОСТ 21354-87), мм 1,007 

Модуль упругости, МПа          

Коэффициент Пуассона 0,3 
 

Выборка контактных напряжений (рис. 4) получена в результате расчета контактной вынос-

ливости по методике [29]. Напряжения получены для выборки крутящего момента при номи-

нальном значении        и функции плотности β-распределения (a = 6, b = 2), что соответству-

ет тяжелому режиму работы зубчатой передачи [29]. 

 

 

Рис. 4. Выборка контактных напряжений 

 
На рис. 5 представлены результаты вычислений вероятности безотказной работы для задан-

ных координат  . 
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Рис. 5. Результаты вычислений вероятности безотказной работы  

по критерию глубинной контактной выносливости 
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В результате расчета вероятность безотказной работы по критерию глубинной контактной 

выносливости принимается       .  

 

Рис. 6. Вероятность безотказной работы зубчатой передачи при   кН    по критерию: 
а) контактной выносливости; б) изгибной выносливости 

Сравним вероятность безотказной работы по всем трем критериям (рис. 6), можно заклю-

чить, что лимитирующим фактором работоспособности передачи является контактная выносли-

вость. Однако при увеличении номинального крутящего момента до        характер влияния 

критериев на работоспособность зубчатой передачи изменяется (рис. 7). 

 
Рис. 7. Вероятность безотказной работы зубчатой передачи  

при   кН    по критерию: а) глубинной контактной выносливости;  
б) контактной выносливости; в) изгибной выносливости 

 

С увеличением крутящего момента вероятность безотказной работы по критерию контактной 

выносливости показало наименьшее снижение, по критерию изгибной выносливости значение 
снизилось до удовлетворительного. Вероятность безотказной работы по глубинной контактной 

выносливости стала значительно ниже, что делает ее лимитирующим фактором работоспособно-

сти для рассчитываемой зубчатой передачи. 

Выводы 

1. Разработана методика расчета вероятности безотказной работы зубчатой цилиндрической 

передачи по критерию глубинной контактной выносливости с применением методов непарамет-

рической статистики. 
2. На основе разработанной методики был выполнен расчет вероятности безотказной работы 

зубчатой цилиндрической передачи при номинальных крутящих моментах в        и       .  

3. Сравнение результатов расчета со значениями вероятности безотказной работы рассчиты-
ваемой передачи по критериям контактной и изгибной выносливости показало, что при увеличе-

нии крутящего момента лимитирующим фактором работоспособности передачи становится глу-

бинная контактная выносливость. 
4. Разработанная методика может служить частью методологии проверочного расчета зубча-

тых цилиндрических передач численными методами моделирования (метод Монте-Карло). 

5. Взаимосвязь значений вероятности безотказной работы по различным критериям, а также 

основные факторы влияния на их значение, требует дальнейшего исследования. 
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The reliability of a technical system is determined by its storageability, maintainability, du-

rability and reliability. Probability of failure-free operation, as a quantitative assessment of fail-

ure-free operation, is an important parameter of gear reliability. The calculation of the probability 

of failure-free operation is carried out according to various criteria – possible types of gear fail-

ure. For case-hardened spur gears, such failures are: gear tooth failure (bending fatigue), pitting 

(rolling-contact fatigue), deep fatigue failure (tooth interior fatigue fracture). The purpose of the 

article is to develop a methodology for calculating the probability of failure-free operation of 

case-hardened cylindrical gears according to the tooth interior fatigue fracture. The object of re-

search is case-hardened spur and helical gears. The article analyzes the existing methods for as-

sessing the reliability of cylindrical gears according to the tooth interior fatigue fracture. An algo-

rithm is developed and calculation formulas are presented for determining the probability of fail-

ure-free operation of a spur gear according to the tooth interior fatigue fracture. To determine the 
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acting stresses inside the tooth body, formulas are used based on the generalized Lebedev-

Pisarenko limit state criterion for a structurally inhomogeneous material. To determine the con-

tact stress distribution density function, the methodology implements nonparametric statistics 

tools. The implementation of the developed methodology and comparison of the calculation re-

sults with the values of the probability of failure-free operation of the calculated gear according 

to the criteria of rolling-contact fatigue and bending endurance showed that with an increase in 

the maximum torque, the limiting criterion for the failure-free transmission becomes tooth interi-
or fatigue fracture. The developed technique can serve as a part of the methodology for the veri-

fication calculation of spur gears based on numerical simulation methods. 

Keywords: probability of no-failure operation, tooth interior fatigue fracture (TIFF),  

spur gear 
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