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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ АВТОМОБИЛЯ  
 
И.А. Мурог  
 
 

Исследована математическая модель движения автомобиля. В модель движения 
включены математические модели двигателя, рулевого управления, трансмиссии и 
колес. 

Математическая модель представляет интерес для дальнейшего совершенствова-
ния конструктивных параметров многоосных автомобилей. 

Ключевые слова: многоосный автомобиль, математическая модель движения 
автомобиля, параметры движения. 

 
 
Введение 
Движение автомобиля рассматривается как поступательное движение центра масс абсолютно 

твердого тела с угловыми перемещениями (углы Крылова) в подвижной системе координат (рис. 1). 
Основные принятые допущения и ограничения приведены ниже.  

 

 

Рис. 1. Расчетная схема автомобиля с гидравлическим рулевым усилителем 

 

1. Основные принятые допущения и ограничения 
Движение автомобиля происходит по недеформируемой поверхности. Центр масс совпадает 

с центром упругости, подвеска симметрична. Угловые колебания подрессоренной массы счита-
ются независимыми от вертикальных колебаний. Кузов автомобиля с грузом – абсолютно твер-
дое тело с продольной плоскостью симметрии, деформациями рамы пренебрегаем. Колебания 
автомобиля относительно вертикальной оси рассматриваем квазистатическими.  
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Величины неподрессоренных масс малы по сравнению с подрессоренными. Оси мостов дви-
жутся в плоскостях, перпендикулярных плоскости рамы. Колебательное движение кузова при 
крене рассматриваем вокруг подвижной оси. 

Характеристики шин одинаковы для всех колес автомобиля. Упругие свойства шин не изме-
няются в пределах эксплуатационных скоростей. Схождение колес не учитывается. Колеса ста-
тически и динамически сбалансированы. Неуравновешенность и гироскопические моменты вра-
щающихся масс трансмиссии и двигателя принимаем равными нулю. 

Рассматриваем приведенную массу автомобиля с учетом моментов инерции вращающихся 
деталей.  

2. Системы уравнений математической модели 
За основу используемой системы уравнений движения взяты уравнения плоского движения, 

описанные доктором наук, профессором МВТУ им. Н.Э. Баумана Г.А. Смирновым [1], и динами-
ческие уравнения Эйлера, описывающие вращательное движение. К уравнениям плоского дви-
жения добавлены компоненты пространственного движения, учтено количество колес и осей ав-
томобиля, также учтена сила на буксировочном крюке. К уравнениям Эйлера добавлена модифи-
цированная правая часть уравнений, учитывающая моменты, возникшие от силовых реакций на 
колесах автомобиля при заданных геометрических параметрах автомобиля.  

С учетом принятых допущений и ограничений движение автомобиля описывается системой 
дифференциальных уравнений (1): 

;)sincos()(
2

11

PxkpZZfYXV
dt

d
V

dt

d

dt

dV
m ijsijijcijsij

j
cij

n

i
zy

x  



 

;)sincos()(
2

11

PykpZZfYXV
dt

d
V

dt

d

dt

dV
m ijcijijsijcij

j
sij

n

i
zx

y  



 

;)cos()(
2

11

gmPzkpZV
dt

d
V

dt

d

dt

dV
m ijij

j

n

i
zy

z  



 

  

 

  

 

 

 

 

 

где ;cos ijxijcij RX 
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;sin ijyijsij RY 
 

;cos ijzijcij RZ   

;sin ijzijsij RZ 
 

zijij RZ  ; продольная, боковая и вертикальная реакции в контакте 

колеса i-й оси j-го борта с опорной поверхностью, Н; θ – угол поворота колеса, рад; ζ – угол раз-

вала колес; m – масса автомобиля, кг; – продольная, боковая и вертикальная скорости 
автомобиля, м/с; – Jx, Jy, Jz – моменты инерции автомобиля относительно продольной, горизон-
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тальной и вертикальной осей соответственно, кг·м2; , ,    – углы тангажа, крена и рысканья 
соответственно, рад; hc – высота центра масс, м; B – колея автомобиля, м; f – коэффициент сопро-
тивления качению; Mc – момент сопротивления поворота колеса, Н·м. 

Вертикальные реакции определены с учетом величин жесткости подвески и шин, коэффициен-
тов демпфирования амортизаторов (2):  
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где Rzij – статическая нагрузка на колесо, Н; p – приведенная жесткость подвески и шин, Н/м;  
d – коэффициент демпфирования амортизаторов, (Н·с)/м. 

Расчет продольных реакций проводился по следующей зависимости (3): 

, ,               (3)
 

где rr – радиус колеса, м; r0 – статический радиус колеса, м; ct – коэффициент тангенциальной 
эластичности шины. 

Боковые реакции в контакте колеса с опорной поверхностью определялись на основе зави-
симости (4): 

,                  (4)
 

где Kуэ – экстремальное значение коэффициента сопротивления боковому уводу при свободном 
качении колеса, ненагруженного боковыми и тангенциальными силами на ровной твердой по-
верхности без уклона, Н/рад; δ – угол увода шины в боковом направлении, рад; q – функция кор-
рекции бокового увода из-за воздействия на колесо при его качении различных эксплуатацион-
ных, конструкционных и других характеристик, связанных с различными режимами движения 
колеса и его состояния. 

Значение момента сопротивления повороту управляемых колес рассчитывалось как сумма 
его составляющих по соотношению (5):  

,                (5)
 

где Мβ, Мz – моменты, обусловленные продольным и поперечным наклоном шкворня соответст-
венно, Н·м; Мш – момент, обусловленный упругими свойствами шин, Н·м; Мx – момент, обуслов-
ленный действием продольных сил, Н·м. 

Уравнения (1–5) составляют основу математической модели движения автомобиля на пово-
роте. Дополнительно в модель включено математическое представление скоростных и регуля-
торных характеристик дизеля [2]. В случае оснащения автомобиля бензиновым двигателем мо-
жет быть использовано математическое представление частичных и внешних характеристик бен-
зинового двигателя [3]. 

Максимальный крутящий момент на частичной регуляторной характеристике определяется 
моментом по внешней характеристике (6): 

1
max max .hМ М h                   (6) 

Частота вращения холостого хода дизеля по частичной регуляторной характеристике изме-
няется пропорционально перемещению органа управления подачей топлива h (7): 

nh max xx= n1max xx h;                  (7) 
nh max xx= nmin xx + (nmax xx – nmin xx)·h. 
Регуляторная характеристика дизеля при частичном перемещении органа управления регуля-

тором h (8): 
Me = Meh (nmax xx h – n) / (nmax xx·h – nM).                                                                                            (8) 
Максимальная частота вращения коленчатого вала бензинового двигателя для частичной ха-

рактеристики (9): 
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При необходимости исследования работы отдельных агрегатов трансмиссии при движении 
автомобиля в модель включаются их математические модели в виде динамических уравнений 
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Investigated mathematical model of movement of the vehicle. The model of 
movement includes mathematical models of the engine, steering system, transmission 
and wheels.  

The mathematical model is of interest to further improve the design parameters of 
multiaxle vehicle. 
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