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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ БАЛЛИСТИЧЕСКОГО 
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА С ПЕРЕМЕННЫМИ 
МАССОГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
 
В.Б. Федоров 
 
 

Представлена динамическая модель осесимметричного баллистического ле-
тательного аппарата с переменными массогеометрическими характеристиками. 
Летательный аппарат представлен как система двух тел с возможностью их вза-
имного перемещения.  

Ключевые слова: баллистический летательный аппарат, динамическая мо-
дель, массогеометрические характеристики. 

 
 

Анализ проблемы и постановка задачи исследования 
Движение летательных аппаратов (ЛА) в атмосфере определяется гравитационным полем 

Земли, воздействием набегающего атмосферного потока на наружную поверхность (НП) ЛА, 
массогеометрическими характеристиками (МГХ) ЛА – массой, координатами центра масс (ЦМ), 
значениями осевых и центробежных моментов инерции. Геометрические характеристики НП ЛА, 
взаимное расположение конструктивных элементов и составных частей ЛА определяются в кон-
структорской документации и описываются в конструкторской системе координат (КСК). В ча-
стности, для баллистических ЛА (БЛА) начало КСК помещают в точке O (рис. 1), положение ко-
торой привязано к конструктивным элементам летательного аппарата (например, лежит в плос-
кости одного из шпангоутов и является центром окружности расположения осей базирующих 
штифтовых отверстий). Ось oOX (рис. 1) КСК направлена к носку БЛА и перпендикулярна плос-

кости базового шпангоута, ось oOY  перпендикулярна оси oOX  и расположена в плоскости ориен-

тации I–III БЛА, ось oOZ  дополняет тройку осей до правой. Для рассматриваемого класса БЛА 

номинальное положение оси oOX  КСК совпадает с осью симметрии его наружной поверхности. 
В процессе изготовления летательного аппарата возникают случайные отклонения геометри-

ческих характеристик НП и МГХ БЛА от заданных в конструкторской документации значений. 
Во время полета в результате взаимодействия с высокоскоростным, высокотемпературным атмо-
сферным потоком возможно изменение геометрии НП и МГХ БЛА. 

Отклонение реальных параметров БЛА от их допустимых диапазонов значений во время 
движения может привести к формированию возмущенной траектория полета БЛА.  
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Рис. 1. Основные системы координат,  

используемые для построения математической модели 
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Математическая модель БЛА с переменными МГХ 
Рассмотрим модель БЛА как систему двух тел, имеющую внутренние связи и допускающую 

взаимные перемещения тел, входящих в нее. В качестве первого тела (платформы) примем кор-
пус БЛА, в качестве второго – полезный груз (ПГ). 

Начало связанной с БЛА опорной системой координат (ОСК) – полюс P совпадает с номи-
нальным положением ЦМ БЛА, заданным в КСК o o oOX Y Z . Направление осей ОСК совпадает с 
номинальным направлением осей КСК БЛА. В ОСК определена главная центральная система 
координат (ГЦСК) БЛА c c cCX Y Z , где C – центр масс БЛА. Движение полюса P рассматривается 

в инерциальной, геоцентрической СК G G GGX Y Z  (рис. 1). Угловое расположение ОСК, связанной 

с корпусом ЛА, относительно СК G G GGX Y Z  задается тремя углами Крылова (тангажа  , крена 

и рыскания  ).  
Для независимого изменения всех МГХ изделия в сборе второе тело ПГ может изменять по-

ложение относительно платформы по трем линейным и трем угловым координатам. МГХ и аэро-
динамических характеристик (АХ) корпуса БЛА могут медленно меняться в полете в небольших 
пределах. Оценка закона изменения МГХ и АХ корпуса БЛА во время полета может быть полу-
чена на основании зависимостей, приведенных в [2].  

В общем случае, для получения уравнений движения системы твердых тел можно использо-
вать уравнения Лагранжа второго рода. В частности, такая процедура применяется при выводе 
уравнений движения механических систем роботов-манипуляторов [4]. В случае системы, со-
стоящей из двух тел, имеющих в сумме двенадцать степеней свободы, математическая модель 
будет включать сорок восемь дифференциальных уравнений, определяющих траекторию движе-
ния системы. Для изучения точных моделей сложных систем тел с изменяющимися МГХ целесо-
образно использовать специализированные системы анализа динамики механических систем, та-
кие как АДАМС, «Универсальные механизмы» и другие. Однако эффективность работы таких 
инструментов зависит от корректности определения начальных, граничных условий задачи, диа-
пазона изменения параметров модели.  

Для получения необходимых предварительных оценок воспользуемся подходом, описанным 
в [1], где для изучения поведения БЛА с медленно меняющимися МГХ используются уравнения 
движения свободного твердого тела. 

Нормальная форма Коши системы уравнений (при условии независимости главного вектора 
и главного момента внешних сил от линейного и углового ускорений) может быть записана в 
матричной форме: 
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где m – масса летательного аппарата, [ , , ]TP Px Py PzV v v v  – вектор линейной скорости полюса  

P ОСК, [ , , ]P Px Py PzV v v v     – вектор линейного ускорения полюса P ОСК, ( ) ( ) ( ) ( )[ , , ]j j j j
x y zF F F F  – 

главный вектор внешних аэродинамических сил, действующих на НП БЛА. Главный момент 
внешних аэродинамических сил, действующих на наружную поверхность БЛА, обусловленный 
асимметрией формы его НП и несовпадением точек ЦМ и центра давления, –

( ) ( ) ( ) ( )[ , , ]j j j j T
P Px Py PzM m m m . Вектор угловой скорости БЛА в ОСК – [ , , ]Tx y z       

( , ,x y z         ), где , ,  – углы ориентации ОСК БЛА относительно осей G G GGX Y Z . 

Вектор углового ускорения БЛА в ОСК – [ , , ]Tx y z        . Угол атаки БЛА – 2 2
п    . 

Вектор положения ЦМ БЛА в его ОСК – [ , , ]Tx y z     ,  
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 – тензор инерции БЛА в КСК.  

 
Левые части уравнений (1), а именно линейные и угловые ускорения определяются соотно-

шением внешних силовых факторов, линейными и угловыми скоростями, а так же МГХ БЛА, 
записанными в правых частях уравнений. Возникающие отклонения аэродинамических сил и 
моментов БЛА от их проектных значений могут компенсироваться изменением МГХ и кинема-
тических параметров БЛА. При этом левые части уравнений (1) могут сохранять проектные зна-
чения, что обеспечит движение по заданной траектории. В частности, в работе [5] рассматривает-
ся возможность использования разности смещений аэродинамического фокуса и ЦМ для опреде-
ления эффективных плеч аэродинамических сил относительно оси вращения по крену. 

Эта особенность законов движения ЛА используется на практике, в частности, в ЛА с «ба-
лансирной» схемой управления (дельтапланы, парапланы). Известны также схемы управления 
движением БЛА путем изменения продольной координаты его центра масс в сочетании с созда-
нием управляющих аэродинамических моментов с помощью газодинамических рулей. Во всех 
этих схемах специальными способами, заложенными в конструкции ЛА, изменяется взаимное 
положение центра масс ЛА и точки приведения главного вектора аэродинамических сил.  

Дополним уравнения (1) выражениями, определяющими МГХ системы, через МГХ состав-
ляющих ее тел. Прежде всего, определим дополнительные системы координат (рис. 2) – подвиж-
ную относительно ОСК главную центральную систему координат (ГЦСК) ПГ l l lLX Y Z  и непод-

вижную относительно ОСК, ГЦСК корпуса k k kKX Y Z .  
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Рис. 2. Системы координат БЛА с переменными МГХ 
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Положение ГЦСК ПГ и корпуса относительно ОСК заданы углами Крылова , ,l l l   , 

, ,k k k    и векторами ,k l  , определяющим положение точек ЦМ L  и K в ОСК. Положим, что 
вследствие малости возникающих на этапе производства и во время полета асимметрий распре-
деления массы в ОСК, возможные потребные перемещения ПГ относительно корпуса малы. Обо-
значим также: ,k lM M  – массы корпуса и ПГ, k lM M M  – масса изделия в сборе, ( )kJ ,  

( )lJ – тензоры инерции корпуса и ПГ в ОСК, ( )pJ – тензор инерции летательного аппарата в ОСК. 

Кроме того, определим следующие ограничения: Yир ZирJ J , 0,1X ир ZирJ J , 0,01 ПJ J  . 

Тензоры инерции ( )pJ , ( )kJ , ( )lJ БЛА, корпуса и ПГ относительно ОСК, по теореме Гюйген-
са-Штейнера [1, 3] определяются формулами: 

 ( ) ( ) 2p T С
с с с с сJ A J A M E     ; 

 ( ) ( ) 2k T K
k k k k k kJ A J A M E     ; 

 ( ) ( ) 2l T L
l l l l l lJ A J A M E     , 

где ( )СJ , ( )pJ – тензоры инерции БЛА в ГЦСК и ОСК соответственно,  

[ , , ]Tс с с сx y z  – радиус-вектор точки С ЦМ БЛА в ОСК, 
( )KJ , ( ')kJ , ( )LJ , ( ')lJ – тензоры инерции корпуса и ПГ в ГЦСК и ЦСК соответственно,  

[ , , ]Tk k k kx y z  , [ , , ]Tl l l lx y z  – радиус-векторы точек K и L ЦМ корпуса и ПГ в ОСК, 
2 2 2 2
c c c cx y z    , 2 2 2 2

k k k kx y z    , 2 2 2 2
l l l lx y z    – скалярные квадраты, 

c c  , l l  , k k  – диадные произведения, 

сA , ,k lA A  – матрицы преобразования координат БЛА, корпуса и ПГ из ЦСК (оси которых 
параллельны осям ОСК) в ГЦСК, составленные из направляющих косинусов осей, соответствую-
щих ГЦСК в ЦСК, которые являются функциями трех углов Крылова , ,   , , ,k k k   , , ,l l l   : 
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Радиус-вектор центра масс с  изделия в сборе может быть определен, как функция радиус-
векторов центров масс в ОСК и масс, составляющих изделие элементов: 
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Тензор инерции БЛА, корпуса и ПГ в их ГЦСК соответственно: 
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Вследствие малости величин углов , ,   , , ,k k k   , , ,l l l    (менее 5 градусов), выражения 
для компонент матриц преобразования координат можно упростить [1]: 
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Выражения для компонентов тензоров инерции БЛА, корпуса и ПГ в их соответствующих 

ЦСК с учетом допущений также существенно упростятся: ,с С
x XJ J ,с С

y YJ J ,с С
z ZJ J

  ,с С С
xy X YJ J J     с С С

xz Z XJ J J   ,  с С С
yz Z YJ J J   ,  
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,l L
x XJ J ,l L

y YJ J ,l L
z ZJ J  ,l L L

xy l X YJ J J     l L L
xz l Z XJ J J   , 

 l L L
yz l Z YJ J J   , ,к К

x XJ J ,к К
y YJ J ,к К

z ZJ J   ,к К К
xy к X YJ J J    

 к К К
xz к Z XJ J J   ,  к К К

yz к Z YJ J J   . 

Выражения для ( )pJ , ( )lJ , ( )кJ ,  2
с с сM E     2

k k k kM E   ,  2
l l l lM E    можно 

представить в виде: 

   
   
   

( ) ;

L L L L L
X l X Y l Z X

l L L L L L
l X Y Y l Z Y

L L L L L
l Z X l Z Y Z

J J J J J

J J J J J J

J J J J J

    
 
      
 
     

 

   
   
   

( ) ;

P P P P P
X X Y Z X

p P P P P P
X Y Y Z Y

P P P P P
Z X Z Y Z

J J J J J

J J J J J J

J J J J J

    
 
      
 
     

 

   
   
   

( ) ;

К К К К К
X к X Y к Z X

к К К К К К
к X Y Y к Z Y

Г Г К К К
к Z X к Z Y Z

J J J J J

J J J J J J

J J J J J

    
 
      
 
     

 

 
 

 
 

2 2

2 2 2

2 2

;

,

с с с с с с

с с с с с с с с с

с с с с с с с с

M y z M x y M x z

M E M x y M x z M y z

M x z M y z M x y

   
 
         
 

    

 

 
 

 
 

2 2

2 2 2

2 2

;

,

k к к k к к k к к

k k k k k к к k к к k к к

k к к k к к k к к

M y z M x y M x z

M E M x y M x z M y z

M x z M y z M x y

   
 
         
 

    

 

 
 

 
 

2 2

2 2 2

2 2

.

,

l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l

M y z M x y M x z

M E M x y M x z M y z

M x z M y z M x y

   
 
        
 

    

 

Тензор инерции ( )pJ  БЛА в его ОСК может быть определен через тензоры инерции ПГ 
( )lJ  и корпуса ( )KJ , в соответствующих ГЦСК, по следующей зависимости: 

   ( ) ( ) 2 ( ) 2p T K T l
k k k k k k l l l l l lJ A J A M E A J A M E          . 

Компоненты ( )pJ , а именно ( )p
xyJ , ( )p

xzJ , ( )p
yzJ , могут быть записаны в виде: 

     ( )p P P l l К К
xy X Y с с l X Y к X Y k к к l l lJ J J M x y J J J J M x y M x y            ; 

     ( )p P P l l К К
xz Z X с с l Z X к Z X k к к l l lJ J J M x z J J J J M x z M x z            ; 

     ( )P P P l l К К
yz Z Y с с l Z Y к Z Y k к к l l lJ J J M y z J J J J M y z M y z            . 
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Положим, что на начальном участке движения в атмосфере БЛА не имеет асимметрий фор-
мы НП и МГХ. Такое состояние достигается высокоточной обработкой НП БЛА и проведением 
коррекции МГХ изделия на специализированном оборудовании относительно прогнозируемого 
направления равнодействующей вектора аэродинамических сил. В результате выполнения этой 
процедуры все МГХ БЛА имеют допустимые значения. В «идеальном» состоянии БЛА войдет в 
атмосферу с близкими к нулю углами атаки, что обеспечит ему на начальном участке траектории 
малые значения угловых скоростей и угловых ускорений вдоль поперечных осей координат. По 
мере нарушения симметрии НП, отклонения параметров НП и МГХ изделия будут постепенно 
нарастать, симметрия обтекания нарушится и изделие приобретет угловые , ,x y z      и линей-

ные , ,Px Py PzV V V    ускорения. В течение достаточно малого интервала времени ускорения не при-

ведут к значительному изменению линейных и угловых скоростей ,Pz PyV V , x , y , z . Запи-

шем упрощенные выражения, связывающие вторые производные параметров движения и МГХ 
БЛА, с учетом особенностей движения изначально «симметричного» изделия, пренебрегая y x  , 

y z  , x z  , 2
z , 2

x , 2
y , y PzV , z PyV , x PzV , x PyV как величинами второго порядка мало-

сти и полагая P P P
y z ПJ J J  , 0P P

y zJ J  , P P P P P
z x y x ПJ J J J J    .  

Получим выражения, связывающие текущие значения ускорений с l , , ,l l l   . 

( )1 j k l k l
Px y zx k l k l

j

M M M M
V F z z y y

M M M M M
            
   

   ; 

( )1 j k l k l
Py zy k l k l x

j

M M M M
V F x x z z

M M M M M
            
   

   ; 

( )1 j k l k l
Pz x yz k l k l

j

M M M M
V F y y x x

M M M M M
            
   

   ; 

   
 

   

( ) ( ) ( )

1 1

j j jk l k l
k l z k l yPx

j j j

L L К К
l Z X к Z X k к к l l l

x
k k l l

k k k k l l k l l l

L L К К
l Y X к Y X k к к

M M M M
m y y F z z F

M M M M

J J J J M x z M x z

M M M M zx z M x z x z x z M
M M M

J J J J M x y

          
   

        
 
                          

     



  

 

 

1

1 1

P
x

l l l

yk k l l
k k k k l l k l l l

J

M x y

M M M M
x y M x y x y x y M

M M M

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
                               



; 

   
 

( ) ( ) ( )

1

1 1

j j jk l k l
k l x k l zPy

j j j

L L К К
y l Y X к Y X k к к l l l P

y
xk k l l

k k k k l l k l l l

M M M M
m z z F x x F

M M M M

J J J J M x y M x y
J

M M M M
x y M x y x y x y M

M M M

            
    

             
                       

  




; 
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   
 

( ) ( ) ( )

1

1 1

j j jk l k l
k l x k l yPz

j j j

L L К К
l Z X к Z X k к к l l lz P

z
xk k l l

k k k k l l k l l l

M M M M
m y y F x x F

M M M M

J J J J M x z M x z
J

M M M M
x z M x z x z x z M

M M M

            
    

             
                       

  




. 

Полученные выражения могут использоваться для получения оценок значений кинематиче-
ских параметров и их производных в зависимости от взаимного положения груза относительно 
платформы БЛА. 
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