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Аннотация.  Одной из причин появления автоколебаний на станах холодной прокатки яв-

ляются неконсервативные гидродинамические силы, действующие на рабочие валки в процессе 

прокатки. В тонких щелях между рабочим валком и стальной полосой возникает гидродинамиче-

ский клин. В случае несимметричного зазора и достаточно большой скорости прокатки в клине 

возникают неконсервативные силы, приводящие к возникновению автоколебаний. Схема воз-

никновения автоколебаний аналогична возникновению автоколебаний в открытых подшипниках 

скольжения. В многоклетьевых станах холодной прокатки и двухклетьевых реверсивных станах 

существенное влияние на процесс возникновения автоколебаний оказывает величина натяжения 

между клетями. Поэтому наиболее простой и логичной моделью могут служить два осциллятора, 

описываемые уравнением Ван дер Поля, соединенные упругой полосой. Такая модель позволяет 

не только исследовать влияние синхронизации и захвата частот при внешнем воздействии, но и 

учитывать влияние натяжения на процесс возникновения автоколебаний. В одноклетьевых ре-

версивных станах существует только один осциллятор, в котором могут зарождаться автоколеба-

ния, и это рабочая клеть. На одноклетьевом стане прокат проводится в несколько проходов. При 

каждом проходе в качестве второй клети, которая должна формировать натяжение прокатывае-

мой полосы, используется моталка. В случае однопроходной прокатки натяжение полосы в клети 

стана создается непосредственно на разматывателе, на котором отсутствуют условия формиро-

вания неконсервативных гидродинамических сил. Если на разматывателе установлен заправоч-

ный ролик, который можно представить в виде консоли или маятника, тогда разматыватель мож-

но рассматривать как параметрическую колебательную систему. В этом случае в качестве модели 

одноклетьевого прокатного стана можно рассматривать два осциллятора, соединенных упругой 

полосой. Прокатная клеть описывается уравнением Ван дер Поля, разматыватель – уравнением 

Матье. Такая модель позволяет исследовать влияние параметрических колебаний разматывателя, 

автоколебаний рабочей клети стана и влияние натяжения прокатываемой полосы на процесс син-

хронизации и захвата частот. В результате моделирования получены зависимости от величины 

демпфирования, уровня параметра Матье для четных и нечетных ультрагармоник, гармоник ста-

на. Первая и вторая гармоники совершают гармонические или квазигармонические колебания, 

треть и последующие гармоники совершают сложные негармонические колебания.  

Ключевые слова: холодная прокатка, автоколебания, параметрические колебания, захват 

частот 

 

Для цитирования: Параметрические колебания одноклетьевых реверсивных станов холод-

ной прокатки / / А.В. Комаров, И.Г. Большеков, В.А. Васильев и др. // Вестник ЮУрГУ. Серия 

«Машиностроение». 2025. Т. 25, № 4. С. 74–88. DOI: 10.14529/engin250407  

 
 

 

 

 

___________________ 

© Комаров А.В., Большеков И.Г., Васильев В.А., Чернявский А.О., Иванов А.И., 2025 

mailto:Komarov_av@nlmk.com
mailto:bolshekov_ig@nlmk.com
mailto:vasilyev_va@list.ru
mailto:a.o.cher@mail.ru
mailto:ivanovanat88@gmail.com


Комаров А.В., Большеков И.Г.,                 Параметрические колебания одноклетьевых  
Васильев В.А. и др.                        реверсивных станов холодной прокатки 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Машиностроение».  
2025. Т. 25, № 4. С. 74–88  75 

Original article 
DOI: 10.14529/engin250407 
 

PARAMETRIC OSCILLATIONS OF SINGLE-CELL  
REVERSIBLE COLD ROLLING MILLS 

 

A.V. Komarov
1
, Komarov_av@nlmk.com 

I.G. Bolshekov
1
,  bolshekov_ig@nlmk.com 

V.A. Vasiliev
2
, vasilyev_va@list.ru 

A.O. Chernyavsky
3
, a.o.cher@mail.ru 

A.I. Ivanov
2
, ivanovanat88@gmail.com 

1
 VIS Steel LLC, Yekaterinburg, Russia 

2
 SIGMA Scientific and Technical Center, Chelyabinsk, Russia 

3
 South Ural State University, Chelyabinsk, Russia 

 

Abstract. One of the reasons for the appearance of self-oscillations in cold rolling mills is the non-

conservative hydrodynamic forces acting on the working rolls during the rolling process. In the thin 

gaps between the working roller and the steel strip, a hydrodynamic wedge appears. In the case of an 

asymmetric gap and a sufficiently high rolling speed, nonconservative forces arise in the wedge, leading 

to self-oscillations. The pattern of self-oscillations is similar to the occurrence of self-oscillations in 

open sliding bearings. In multicellular cold rolling mills and two-cell reversible mills, the amount of 

tension between the crates has a significant effect on the process of self-oscillation. Therefore, the sim-

plest and most logical model can be two oscillators described by the Van der Pol equation connected by 

an elastic band. This model allows not only to investigate the effects of synchronization and frequency 

capture under external influence, but also to take into account the effect of tension on the process of 

self-oscillation. In single-cell reversible mills, there is only one oscillator in which self-oscillations can 

originate, and this is the working cage. On a single-cell mill, the rental is carried out in several passes. 

At each pass, a winder is used as the second crate, which should form the tension of the rolled strip. In 

the case of single-pass rolling, the tension of the strip in the mill cage is created directly on the uncoiler, 

which lacks the conditions for the formation of non-conservative hydrodynamic forces. If a filling roller 

is installed on the uncoiler and the roller can be represented as a console or a pendulum, then the 

uncoiler can be considered as a parametric oscillatory system. In this case, two oscillators connected by 

an elastic band can be considered as a model of a single-cell rolling mill. The rolling cage is described 

by the Van der Pol equation, the uncoiler is described by the Mathieu equation. This model allows us to 

study the influence of parametric vibrations of the decoiler, self-oscillations of the working stand of the 

mill and the influence of the tension of the rolled strip on the process of synchronization and frequency 

capture. As a result of the simulation, dependences on the amount of damping and the level of the 

Mathieu parameter for even and odd ultra harmonics of mill harmonics are obtained. The first and se-

cond harmonics make harmonic or quasi-harmonic vibrations, the third and subsequent harmonics make 

complex inharmonic vibrations.  
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Введение 

Одной из причин появления автоколебаний на станах холодной прокатки являются некон-

сервативные гидродинамические силы, действующие на рабочие валки в процессе прокатки  

[1–3]. В тонких щелях между рабочим валком и стальной полосой возникает гидродинамический 

клин. В случае несимметричного зазора и достаточно большой скорости прокатки в клине возни-

кают неконсервативные силы, приводящие к возникновению автоколебаний [4–6]. Модель воз-

никновения автоколебаний (чаттера) с учетом нестационарной смазки разработана в работах  

[7, 8], с использованием методов конечных элементов – в работах [9, 10]. Математическая модель 

клети с использованием уравнений Ван дер Поля предложена в работе [11–13].  
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Классическое уравнение Ван дер Поля имеет вид [14, 15] 

   

   
        

  

  
    ,                                   (1) 

 

здесь   – малая положительная постоянная. 

Член при первой производной          меняет знак при увеличении виброперемещения U. 

При малых значениях виброперемещений знак при первой производной отрицательный и проис-

ходит мягкое возбуждение колебаний. С увеличением уровня виброперемещений после смены 

знака осциллятор переходит в равновесное состояние. И система совершает колебания с ограни-

ченной амплитудой.  

Кроме того, как показано в работе [15], в клети стана могут возникать параметрические ко-

лебания. Причиной могут быть переменная жесткость в зубчатом зацеплении редукторов и пере-

менное трение рабочих валков при неравномерности зазора между валками и полосой в очаге 

деформации.  

Линейный осциллятор с гармоническим, параметрическим возбуждением описывается урав-

нением Матье [16]:  
 

     
                                                   (2) 

 

В многоклетьевых станах холодной прокатки и двухклетьевых реверсивных станах сущест-

венное влияние на процесс возникновения автоколебаний оказывает величина натяжения между 

клетями. На рис. 1 представлена принципиальная схема одноклетьевого реверсивного стана. В 

отличие от многоклетьевого стана натяжение осуществляется между клетью прокатного стана и 

левой и правой моталками, при этом прокат проводится в несколько проходов.  

При каждом проходе натяжение прокатываемой полосы формируется рабочей клетью и со-

ответствующей моталкой. В случае однопроходной прокатки натяжение полосы в клети стана 

создается непосредственно на разматывателе, на котором отсутствуют условия формирования 

неконсервативных гидродинамических сил.  

 
 

Рис. 1. Принципиальная схема одноклетьевого реверсивного стана холодной прокатки 

Fig. 1. Schematic diagram of a single-cell reversible cold rolling mill 

 

Однако на корпусе разматывателя консольно установлен заправочный ролик вместе с приво-

дом. Этот ролик используется только во время подготовки стана к прокатке. Непосредственно во 

время прокатки он не используется, но ведет себя как динамический вибровозбудитель. Упругая 

заделка и угловые маятниковые колебания приводят к изменению во времени жесткости колеба-

тельной системы заправочного ролика. Такую колебательную систему можно рассматривать как 

параметрическую колебательную систему. При определенных условиях при воздействии внеш-

ней гармонической силы может возникать параметрический резонанс [15]. 

В качестве модели одноклетьевого прокатного стана, работающего в один проход непосред-

ственно с разматывателем, можно использовать два осциллятора, соединенных упругой полосой. 

Прокатная клеть описывается уравнением Ван дер Поля, разматыватель – уравнением Матье. Та-
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кая модель позволяет исследовать влияние параметрических колебаний разматывателя, автоко-

лебаний рабочей клети стана и влияние натяжения прокатываемой полосы на процесс синхрони-

зации и захвата частот.  

Для классического уравнения Матье зоны неустойчивости определяются диаграммой Айнса 

Стретта (рис. 2). Для этого уравнение (2) преобразовывается в уравнение [16] 
 

                 .                                    (3) 
 

Здесь      
    ,       

     ,     
  . 

Собственная частота системы –   , частота вынужденных колебаний –  . 
 

 
 

Рис. 2. Границы зон неустойчивости на плоскости параметров (a, q) для уравнения Матье 

Fig. 2. Boundaries of instability zones on the plane of parameters (a, q) For the Mathieu equation 

 

Зависимость между собственными частотами и вынужденными колебаниями можно записать 

следующим образом: 
 

  
   

 
.                                                   (4) 

 

Здесь   – номер гармоники. 

Координатная ось   соответствует квадрату номера гармоники, т. е. для первой гармоники  

а = 1, для второй гармоники а = 4, для пятой гармоники а = 25, для шестой гармоники а = 36 и 

т. д. 

С учетом демпфирования уравнение Матье принимает вид [17, 18]: 
 

                      .                                 (5) 
 

Для       на рис. 2 приведены уровни потери устойчивости (пунктирные линии). Как вид-

но из рис. 2, потеря неустойчивости имеет пороговый характер.  

Отличительной особенностью параметрических колебаний является изменение формы коле-

баний с увеличением номера гармоники. Первая гармоника представляет собой гармонические 

колебания, вторая – квазигармонические колебания. Начиная с третьей гармоники параметриче-

ские системы совершают сложные негармонические колебания. Теоретическое и эксперимен-

тальное исследование возникновения параметричеcких колебаний и потери устойчивости прове-

дено в работе [19]. В качестве примера на рис. 3 приведены диаграмма Айнса Стретта и времен-

ные формы колебаний для ультрагармоник до 7 включительно, полученные экспериментально.   

Разработка математических моделей и исследование условий возникновения автоколебаний, 

синхронизации и захвата частот двух осцилляторов типа Ван дер Поля с упругой связью проведено 

в работах [20–22]. Разработка моделей и исследование условий возникновения автоколебаний двух 

осцилляторов различного типа, например, осциллятора Ван дер Поля и осциллятора, описываемого 

уравнениями Матье, связанных жесткой упругой связью, проведены в работах [23, 24].  
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Рис. 3. Области возбуждения ультрагармонических колебаний и формы колебаний. 
Эксперимент [19]  

Fig. 3. Areas of excitation of ultraharmonic oscillations and waveforms. 
Experiment by [19] 

 

Промышленный эксперимент 

Классический процесс возникновения автоколебаний на станах холодной прокатки сопрово-

ждается взрывным увеличением амплитуды колебаний подушек рабочих валков. Причем автоко-

лебания, как правило, возникают на последних клетях многоклетьевых станов. Основным спосо-

бом борьбы с автоколебаниями (чаттером) является контроль момента возникновения и сниже-

ние скорости прокатки или полный останов стана.  

Для одноклетьевых станов холодной прокатки характерным является возникновение автоко-

лебаний с низкими амплитудами колебаний подушек рабочих валков и высоким уровнем ампли-

туды колебаний разматывателя, если прокат происходит в один проход непосредственно с разма-

тывателя на правую моталку. Причем автоколебания возникают при преодолении определенного 

порога амплитуды колебаний подушек рабочих валков и уровня колебаний разматывателя, т. е. 

при незначительном увеличении амплитуды колебаний подушек клети могут возникать автоко-

лебания, приводящие к появлению дефекта поверхности прокатываемой полосы. 

Построение численной модели одноклетьевого стана холодной прокатки 

Упрощенную структурную схему стана, работающего в один проход, можно представить в 

виде двухмассовой колебательной системы, установленной на массивном фундаменте (рис. 4). 

Колебательные звенья представляют собой массы на пружине с учетом сил демпфирования. 

Клеть стана холодной прокатки нелинейна, описывается уравнениями Ван дер Поля, разматыва-

тель представим в виде параметрической колебательной системы, которая описывается уравне-

нием Матье. Клеть и разматыватель связаны упругой прокатываемой полосой. Дифференциаль-

ные уравнения второго порядка, описывающие движения колебательных звеньев, раскладываем 

на два уравнения первого порядка. В результате получаем систему дифференциальных уравне-

ний первого порядка следующего вида: 
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– клеть реверсивного стана. Уравнение Ван дер Поля 

      
 

  
     ,                                          (6) 

    
 

  
                        

 
                                       

                                                        (7) 

– разматыватель. Уравнения Матье с учетом демпфирования и малого параметра Ван дер 

Поля 

      
 

  
                                                (8) 

    
 

  
                        

 
                                    

   =0.                                                   (9) 

 
Рис. 4. Принципиальная схема динамической модели одноклетьевого стана 

Fig. 4. Schematic diagram of a dynamic model of a single-cell mill 

 

Параметры системы сведены в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Параметры колебательной системы 
Table 1 

Parameters of the oscillating system  

Параметры Разматыватель Клеть 

Масса М1  М2 

Жесткость c1  c2 

Малый член уравнения Ван дер Поля d1  d2 

Демпфирование b1 b2 

Натяжение k k 

Параметр уравнения Матье                   

Частота параметра Матье Ω1 

Амплитуда параметра Матье UM 

Сила, генерируемая рабочими валками                   

Частота Ω1 

Амплитуда U1 

Начальные условия. Виброперемещения             

Начальные условия. Виброскорость              
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Численный эксперимент с использованием цифрового двойника 

Параметрические колебания стана с частотой первой гармоники под действием пара-

метра Матье с частотой, вдвое выше собственной частоты системы 

Цифровая модель стана построена в пакете MathCAD. Параметры модели и начальные усло-

вия приведены в табл. 2 и 3. 
Таблица 2 

Параметры цифровой модели стана в безразмерном виде 
Table 2 

The parameters of the digital mill model in dimensionless form  
 

М1 М2 С1 С2 d1 d2 b1 b2   U Ω1 UM F 

10 10 10 10 –0,0 –0,0 0,0 10,0 1 0 2 0,1 0 
 

Таблица 3 
Начальные условия 

Table 3 
Initial conditions  

 

                        
0,0 0,0 0,01 0,0 

 

Результаты моделирования параметрических колебаний для первой гармоники 

Параметрические колебания механических систем, например колебания маятника, на первой 

гармонике представляют собой гармонические колебания [16]. Однако в монографии Тихиро 

Хаяси [19] приведены данные экспериментальных исследований колебаний параметрической 

системы для гармоник начиная с первой по двенадцатую, в которых получены сложные, негар-

монические колебания (см. рис. 3).  

Параметрическая колебательная система при безразмерном демпфировании, равном 10,0, и 

амплитуде параметра Матье, равной 0,1, в соответствии с разработанной математической моде-

лью совершает гармонические колебания, что согласуется с данными монографии [16]. На рис. 5 

Приведены колебания параметра Матье (      и виброперемещения параметрической системы 

     . На рис. 6 приведена спектральная характеристика, на рис. 7 – предельный цикл. Частота 

колебаний параметра Матье в два раза выше частоты колебаний параметрической системы по 

первой гармонике. 
 

 

Рис. 5. Виброперемещение и колебание параметра FM 

Fig. 5. Vibration displacement and oscillation of the FM parameter 

 

Рис. 6. Спектральная характеристика разматывателя 

Fig. 6. Spectral characteristic of the uncoiler 

Виброперемещение 

Параметр Матье 
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Рис. 7. Предельный цикл разматывателя 

Fig. 7. Decoiler limit cycle 

 

Результаты моделирования параметрических колебаний системы для шестой гармоники 

Автоколебания стана и дефект поверхности прокатываемой полосы появляются на частотах в 

диапазоне от 9 до 12 Гц. Источником автоколебаний могут быть неконсервативные силы клети 

стана либо ультрагармоническая синхронизация собственной частотой разматывателя и частоты 

вращения рабочих валков. На разматывателе консольно закреплен заправочный ролик, возбуж-

дение которого происходит колебаниями в заделке. Заправочный ролик можно рассматривать как 

параметрическую колебательную систему. При воздействии на параметрическую систему внеш-

него гармонического воздействия с частотой вращения рабочих валков возможно возникновение 

параметрического резонанса на кратных частотах. Параметры модели стана для условий возник-

новения шестой гармоники и начальные условия приведены в табл. 4, 5. Результаты численного 

моделирования для шестой гармоники с частотой ΩМ = 0333 и амплитудой UM = 0,1 приведены 

на рис. 8–10. На рис. 8 приведены колебания параметра Матье (      и виброперемещения пара-

метрической системы       . На рис. 9 показано отношение частоты вращения рабочих валков и 

частоты колебаний разматывателя. На рис. 10 приведена спектральная характеристика разматы-

вателя, на рис. 11 – предельный цикл. Численное моделирование показало, что при амплитуде 

параметра Матье 0,1 колебательная система совершает гармонические колебания. В спектре час-

тот 2 основные гармоники – собственная частота колебаний системы и частота параметра Матье 

(частота вращения рабочих валков).  

 
Таблица 4 

Параметры цифровой модели стана в безразмерном виде 
Table 4 

The parameters of the digital mill model in dimensionless form  
 

М1 М2 С1 С2 d1 d2 b1 b2   U ΩМ UM F 

10 10 10 10 –0,0 –0,0 0,0 1,0 1 0 0.333 0,1 0 

 

 
Таблица 5 

Начальные условия 
Table 5 

Initial conditions  
 

                        

0,0 0,0 0,1 0,0 
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Рис. 8. Виброперемещение 

Fig. 8. Vibration displacement 
 

 

Рис. 9. Виброперемещение 

Fig. 9. Vibration displacement 
 

 

Рис. 10. Спектральная характеристика виброперемещения разматывателя 

Fig. 10. Spectral characteristic of vibration displacement of the uncoiler 
 

 

Рис. 11. Предельный цикл 

Fig. 11. Limit cycle 

2,95 колебания 
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Результаты моделирования параметрических колебаний системы для шестой гармони-

ки с амплитудой параметра Матье, равной 1,4 

Проведено численное моделирование устойчивости параметрических систем для различных 

величин параметра Матье и уровня демпфирования. Критические параметры Матье параметриче-

ских систем в зависимости от номера гармоники приведены для безразмерного демпфирования, 

равного 1,0 и 0,1, на рис. 12.  

 

Рис. 12. Зависимость критического параметра Матье от номера гармоники  
для безразмерного демпфирования, равного 1,0 – кривая 1 и 0,1 – кривая 2 

Fig. 12. Dependence of the Mathieu critical parameter on the harmonic number  
for dimensionless damping equal to 1.0 – curve 1 and 0.1 – curve 2 

 

Для шестой гармоники критическое значение параметра Матье равно 1,4. Параметры цифро-

вой модели стана в закритическом состоянии приведены в табл. 6. Начальные условия соответст-

вуют табл. 3.  
 

Таблица 6 
Параметры цифровой модели стана в закритическом состоянии 

Table 6 
Parameters of the oscillatory system in a supercritical state  

 

М1 М2 С1 С2 d1 d2 b1 b2   U ΩМ UM F 

10 10 10 10 –0,0 –0,0 0,0 1,0 1 0 0.333 1,4 0 

 

Формирование установившихся колебаний, виброперемещения и виброускорения в закрити-

ческой зоне приведены на рис. 13 и 14. На рис. 15 приведено установившееся сложное негармо-

ническое колебание параметрической системы. Спектральные характеристики для вибропереме-

щения и виброскорости приведены на рис. 16 и 17, на рис. 18 приведен предельный цикл, стран-

ный аттрактор. В спектре частот присутствуют ультрагармоники и субгармоники. Составляющие 

спектра зависят от уровня демпфирования и амплитуды параметра Матье. 

 

 

Рис. 13. Виброперемещение. Формирование установившихся колебаний 

Fig. 13. Vibration displacement. The formation of steady-state fluctuations 



Численные методы моделирования 
Numerical simulation methods  

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mechanical Engineering Industry. 
2025, vol. 25, no. 4, pp. 74–88 84 

 

Рис. 14. Виброскорость. Формирование установившихся колебаний 

Fig. 14. Vibration velocity. The formation of steady-state fluctuations 
 
 

 

Рис. 15. Виброскорость 

Fig. 15. Vibration velocity 
 
 

 

Рис. 16. Спектральная характеристика виброперемещения 

Fig. 16. Spectral characteristic of vibration displacement 

 

 

Рис. 17. Спектральная характеристика виброскорости 

Fig. 17. Spectral characteristic of vibration velocity 

Параметр Матье 

Субгармоника Ультрагармоники 
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Рис 18. Предельный цикл. Странный аттрактор 

Fig. 18. Limit cycle. The strange attractor 
 
 

Заключение 

1. Построен цифровой двойник (математическая модель) одноклетьевого стана холодной 

прокатки при работе в один проход. Математическая модель представляет собой два осциллято-

ра, соединенных упругой связью. Один осциллятор моделирует клеть и описывается уравнением 

Ван дер Поля. Второй осциллятор моделирует поведение разматывателя и описывается уравне-

нием Матье. Упругая связь моделирует прокатываемую полосу.  

2. Первые гармоники параметрической системы совершают гармонические колебания при 

любых уровнях демпфирования и любой амплитуде параметра Матье. Частота параметра Матье в 

два раза превосходит частоту собственных колебаний первой гармоники системы.  

3. Третья и последующие гармоники представляют собой гармонические колебания при 

уровне безразмерного демпфирования ниже 1,0 и амплитуды параметра Матье меньше 1,0.  

4. Третья и последующие гармоники представляют собой сложные негармонические колеба-

ния, если амплитуда параметра Матье превышает критическую величину. Для гармоник от 3-й  

до 7-й пороговое значение критической амплитуды параметра Матье находится в пределах от 1,2 

до 1,7. 
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