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В данной статье показано современное состояние разработки теории проектирования 
многоинструментной обработки на станках-автоматах токарной группы. Отмечено, что 
существующие модели погрешности обработки учитывают лишь плоско-параллельные 
перемещения подсистем технологической системы вдоль координатных осей декартовой 
системы координат X, Y, Z.  

Такой подход к моделированию процесса образования погрешностей обработки до-
пустим для деталей, имеющих габаритные размеры одного порядка по всем координатным 
направлениям. Однако на практике нередки случаи, когда обрабатываются детали с габа-
ритными размерами, существенно различающимися в разных направлениях. В этих случаях 
существенный вклад в погрешность обработки могут вносить повороты обрабатываемой 
заготовки, особенно по направлениям преобладающих габаритных размеров. Поэтому указана 
необходимость учета угловых перемещений заготовки под действием сил резания в этих 
моделях. С этой целью были разработаны полнофакторная матричная модель искажения и 
поля рассеяния выполняемых размеров многоинструментной двухсуппортной обработки.  
В этих моделях учитывается комплексная характеристика податливости технологической 
системы, то есть, кроме собственных упругих свойств системы (плоско-параллельных пере-
мещений технологических подсистем, их угловых перемещений вокруг базовых точек), 
еще и параметры наладки, для которой эта податливость рассматривается. Поэтому для 
формирования комплексной характеристики податливости подсистемы были проведены 
эксперименты по определению податливостей подсистемы технологической системы. 

Наличие фактических матричных характеристик податливости для реального станка 
позволяет оценить практическую применимость разработанных полнофакторных матрич-
ных моделей точности обработки. В результате появится возможность выявлять степень 
влияния на точность обработки комплекса технологических факторов, включая структуру 
многоинструментной наладки, деформационных свойств подсистем технологической сис-
темы, режимов резания. 

Ключевые слова: матричная модель точности, полнофакторная модель, плоско-
параллельные перемещения, угловые перемещения, матрицы координатных податливо-
стей, матрицы угловых податливостей, поле рассеяния. 

 
 
Введение. Основы теории проектирования и оптимизации многоинструментной обработки, 

базирующейся на учете силового взаимовлияния инструментов многоинструментной наладки, 
заложены в работе А.А. Кошина [1]. Однако им рассмотрены лишь два класса простейших пло-
ских многоинструментных наладок, которые реализуются на станках-автоматах с кулачковым 
управлением. 

Вопросы проектирования контурной траекторной обработки на станках с ЧПУ рассмотрены 
в работе В.И. Гузеева [2]. Однако они посвящены лишь одноинструментной обработке. 

Н.Д. Юсубовым на базе проведенной классификации многоинструментных наладок совре-
менных токарных автоматов разработан комплекс матричных моделей точности выполняемых 
размеров, включающий модели искажения размеров и модели полей рассеяния размеров при об-
работке партии заготовок, где впервые учтена податливость технологической системы по всем 
координатным осям и допускается произвольное пространственное расположение инструментов 
наладки [2].  
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Рис. 1. Расчетная схема перемещений тела 
под действием приложенной силы  
при учете шести степеней свободы  
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Модели погрешности обработки, сформированные в работах [2], учитывают лишь плоско-
параллельные перемещения подсистем технологической системы вдоль координатных осей де-
картовой системы координат X, Y, Z. Такой подход к моделированию процесса образования по-
грешностей обработки допустим для деталей, имеющих габаритные размеры одного порядка по 
всем координатным направлениям. 

Однако на практике нередки случаи, когда обрабатываются детали с габаритными размера-
ми, существенно различающимися в разных направлениях. Например, длинные валы (преобла-
дающий линейный размер), диски и фланцы (преобладающий диаметральный размер). В этих 
случаях существенный вклад в погрешность обработки могут вносить повороты обрабатываемой 
заготовки, особенно по направлениям преобладающих габаритных размеров. 

На необходимость учета угловых перемещений заготовки под действием сил резания указы-
валось еще в работах А.П. Соколовского, В.С. Корсакова, Д.Д. Медведева и др. [3–23]. В них пред-
ложены даже простейшие аналитические зависимости для расчета этих угловых перемещений. 

Однако все эти зависимости носят частный характер, включают в себя ряд параметров, оп-
ределение которых на практике сопряжено с непреодолимыми трудностями. Например, центр 
поворота шпинделя вообще является виртуальным объектом, который невозможно практически 
замерить. Самое главное – эти модели не согласуются с общими законами механики упруго де-
формируемых систем. Поэтому они не могут быть использованы для построения единой теории 
точности обработки при учете возможных угловых перемещений подсистем технологической 
системы. 

Полнофакторная модель искажения выполняемых размеров одноинструментной одно-
суппортной обработки. Для описания перемещений тела в пространстве с учетом всех шести 
степеней свободы зададим его положение двумя параметрами (рис. 1): 

– точка  0 0 0; ;O x y z , принадлежащая телу; 

– вектор l  единичной длины, принадлежащий телу и направленный, например, вдоль его 
преобладающего направления. 

Все плоско-параллельные перемещения 
тела характеризуются перемещениями точки О. 
Угловые перемещения тела описываются по-
воротами вектора l вокруг точки О. 

Перемещения тела происходят в резуль-
тате воздействия силы F , приложенной в точке 

( , , )A x y z , также принадлежащей телу. 

Пусть вектор ( , , )x y zr r r r – плоско-

параллельное перемещение точки О. Вектор 
( , , )x y z    – угол поворота тела, а фор-

мально – вектора l , задающего ориентацию 
тела в пространстве, относительно точки О. 
Здесь xr , yr , zr – перемещения вдоль осей ко-

ординат, x , y , z  – углы поворота вокруг 

соответствующих осей координат. 
Тогда полное перемещение u  точки A  

складывается из плоско-параллельного и углового перемещений: 

u r  ,  (1)  
где второе слагаемое описывает именно угловые перемещения точки A  

R   .   (2) 

Вектор R  задает ориентацию точки A  (точки приложения силы F ) относительно точки O . 
Именно относительно этой точки и рассматриваются угловые перемещения точки A : 

 0 0 0; ;R OA x x y y z z     .  (3) 
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Плоско-параллельное перемещение точки O  под воздействием силы F  с учетом подат-
ливости наложенных связей определятся, в соответствии с уравнениями, указанными в работе  
[1, 2], как: 

r eF .  (4) 

Угловые перемещения точки A , обусловленные поворотом направляющего вектора l , оп-

ределяются как векторное произведение R . Если воспользоваться представлением вектора R   

в виде матрицы 
0 0

0 0 0

0 0

0 ( )

0 ( )

( ) 0

z z y y

a z z x x

y y x x

   
     
    

, то непосредственно выполнить векторное 

умножение R  невозможно (умножение вектора на матрицу). Поэтому сначала определим 

противоположный вектор R  (здесь умножается матрица 0a  на вектор  ). С учетом матрицы 

имеем 0 0R a a F  . Поскольку справедливо соотношение: R R    , выражение для уг-

ловых перемещений точки A  примет вид: 

0 0a a F    .  (5) 

Для суммарного перемещения точки A  (плоско-параллельное перемещение r  базовой точ-
ки O  и перемещение   вследствие поворота вокруг точки O ) после различных преобразований 

получаем: 

0 0( )u e a a F   ,  (6) 

где e  – матрица координатной податливости 

xx xy xz

yx yy yz

zx yz zz

e e e

e e e e

e e e

 
 

  
  
 

;   – матрица угловой податли-

вости 

xx xy xz

yx yy yz

zx yz zz

   
 

     
     

.  

Это уравнение описывает упругие перемещения тела от воздействия силы F  при учете всего 
комплекса факторов, характеризующих податливость связей, фиксирующих положение тела в 
пространстве. Можно назвать это перемещение полнофакторным. Матрица e  в этом уравнении 
характеризует податливость связей, ограничивающих плоско-параллельное перемещение тела. 
Тогда произведение трех матриц 0 0a a  можно трактовать как эффективную матрицу угловой 

податливости для точки A . Она характеризует податливость связей угловых перемещений точки 
A  относительно точки O . 

Поэтому полагаем, что уравнение (6) может быть положено в основу полнофакторной моде-
ли погрешности обработки. Для этого преобразуем сначала аналитические модели упругого кон-
тактного взаимодействия систем тел [1, 2] до уровня полнофакторных.  

В модели контактного взаимодействия системы двух тел [1, 2], учитывающей только плос-
ко-параллельные перемещения, при трансформации ее в полнофакторную модель, произведя ма-
тематические выкладки, получим:  

   1 1 2 2

1 1 2 2
1 1 2 2O O O Ow e a a e a a P        ,  (7) 

где P  – сила резания; 1e  и 2e  – матрицы координатной податливости соответственно тела 1 и 

тела 2 для плоско-параллельных перемещений; 1  и 2  – матрицы угловой податливости соот-

ветственно тел 1 и 2 для угловых перемещений; 
1

1
Oa  и 

2

2
Oa  – матрицы, задающие координирую-

щие векторы точки A  приложения силы P  для первого и второго тела соответственно; 
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 1 1 1
1 0 0 0, ,O x y z  и  2 2 2

2 0 0 0, ,O x y z  – базовые точки тел 1 и 2 (точки, относительно которых рассмат-

риваются угловые перемещения остальных точек каждого тела). 
Для плоско-параллельных перемещений вводилось понятие объединенной матрицы подат-

ливости 12 1 2e e e  [5]. Из уравнения (7) видно, что для случая полного учета перемещений по 

всем шести направлениям степеней свободы общую объединенную матрицу податливости ввести 
невозможно, так как эффективные матрицы угловой податливости для заданных точек каждого 
тела представляют собой произведения из трех матриц. Поэтому можно использовать лишь уже 
введенную объединенную матрицу податливости для плоско-параллельных перемещений 12e ,  

с учетом которой уравнение (7) преобразуется к виду: 

 1 1 2 2

1 1 2 2
12 1 2O O O Ow e a a a a P       .  (8) 

Полнофакторная модель искажения выполняемых размеров многоинструментной 
двухсуппортной обработки. Рассматривая систему трех тел (применительно к двухсуппортным 
наладкам) с 6 степенями свободы для каждого тела и вводя характеристики податливости по ка-
ждой степени свободы, плоско-параллельная модель упругих перемещений [1, 2] трансформиро-
вана в полнофакторную: 

 1 1 0 0 0 0

1 1 0 0 1 0 0 2
1 01 1 0 0 0O O O O O Ow e a a a a P e a a P             ;  (9) 

 2 2 0 0 0 0

2 2 0 0 2 0 0 1
2 02 2 0 0 0O O O O O Ow e a a a a P e a a P             .  (10) 

Здесь 0e  и 0  – матрицы плоско-параллельной и угловой податливостей тела 0 соответственно; 

01e  и 02e  – суммарные матрицы плоско-параллельных податливостей контактирующих тел (под-

системы 10  и 20 ); 0 , 1 и 2  – матрицы угловых податливостей контактирующих тел; 1P  и 2P  – 

векторы сил, приложенных соответственно к телам 1 и 2; 
0

0
0a , 

1

1
0a  и 

2

2
0a  – матрицы, задающие 

координирующие векторы точки приложения сил 1P  и 2P  относительно базовых точек 0O , 1O  

и 2O , вокруг которых осуществляются угловые перемещения контактирующих тел. 1A  и 2A  – 

точки приложения сил 1P  и 2P  соответственно; 1w  и 2w  – искажения размеров с учетом как 
плоско-параллельных, так и угловых перемещений. 

Полнофакторные модели полей рассеяния выполняемых размеров многоинструмент-
ной двухсуппортной обработки. По характеру силового взаимодействия Н.Д. Юсубовым выде-
лены два предельных случая многоинструментных наладок [1, 2]: оппозитные (рис. 2) и сопозит-
ные (рис. 3). В оппозитной наладке все составляющие сил резания одного суппорта направлены 
против соответствующих составляющих сил резания другого суппорта. Такие наладки традици-
онны для токарно-револьверных и токарных многошпиндельных автоматов с кулачковым управ-
лением. В сопозитной наладке все соответствующие составляющие сил резания обоих суппортов 
направлены в одну и ту же сторону. На современных станках с ЧПУ токарной группы в равной 
мере используются оба вида наладок. 

Основными факторами появления полей рассеяния выполняемых размеров в обоих случаях 
являются: колебания припуска, непостоянство механических свойств заготовок в пределах пар-
тии, разброс жесткости станков [1, 2]. Они предопределяют рассеяние определяющих факторов – 
координатных составляющих сил резания и податливости технологических подсистем (матриц 
податливости). 

Механизм формирования поля рассеяния в двухсуппортной оппозитной наладке более сло-
жен, нежели при односуппортной обработке. Разброс жесткостей технологической системы 

1 ;1
2 2F Nj j
      

 и прочностных свойств материала заготовки 1 ;1
2 2F NC C
      

 опреде-

ляет масштаб интервала рассеяния искажений размеров 1w  и 2w . Влияние же колебаний припус-
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Вектор tp  характеризует степень влияния глубины резания t , вектор tp  – степень влияния 

колебаний припуска t ,       – величины суммарного разброса свойств технологической 
системы. Величина силы резания как функции от параметра t  определяется известной формулой
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Аналогична модель поля рассеяния размеров, выполняемых в оппозитной наладке с попе-
речного суппорта: 
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(17)

В сопозитной наладке (см. рис. 3) противодействия сил резания нет. Поэтому интервал рас-
сеяния искажений имеет единственное положение – положительное. Максимум достигается при 
наибольших припусках на обоих суппортах, максимальной прочности заготовки и минимальной 
податливости технологической системы, минимум – в противоположной ситуации. В итоге, для 
полей рассеяния размеров, выполняемых в сопозитной наладке, получаем для продольного и по-
перечного суппортов соответственно: 
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Выводы 
Предложены полнофакторные модели искажения и поля рассеяния выполняемых размеров 

многоинструментной обработки на станках-автоматах токарной группы, учитывающие податли-
вость технологической системы по всем 6 степеням свободы и позволяющие тем самым учиты-
вать угловые перемещения в технологической системе. 

Разработана методология определения комплексной характеристики податливости техноло-
гической системы – матрицы координатных податливостей, характеризующие податливость под-
системы по координатным осям и их взаимовлияния и матрицы угловых податливостей, характе-
ризующие сопротивляемость поворотам вокруг координатных осей и их взаимовлияния, и экспе-
риментально определена комплексная характеристика податливости технологической системы – 
для каждой из подсистем комплекс из двух матриц. 

На базе разработанных моделей имеется возможность выявлять степень влияния на точность 
обработки комплекса технологических факторов, включая структуру многоинструментной на-
ладки, деформационные свойства подсистем технологической системы, режимы резания. 

Разработанные модели позволяют прогнозировать точность обработки для заданных усло-
вий (структура наладки, свойства технологической системы, условия обработки), создавая мето-
дологическую базу САПР многоинструментной токарной обработки. 
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The paper presents the current development of the design theory of multi-tool machining 
on automatic turning machines. The existing processing error models take into account only 
plane-parallel displacements of subsystems of the technological system along the coordinate 
axes in the Cartesian coordinate system X, Y, Z. 
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This approach to modeling the formation of machining errors is valid for the parts that have 
equal-order dimensions in all coordinate directions. However, there are cases of machining parts 
with significantly different dimensions. In these cases, a significant contribution to the machining 
error can be made by turning the workpiece, especially in the directions of the prevailing dimen-
sions. Therefore, these models have to take into account the angular movements of the workpiece 
exposed to the cutting forces. To this end, we developed a full factorial matrix model of distor-
tion and dissipation field of multi-tool dual-carriage dimensioning. These models take into ac-
count a complex characteristic of compliance of the technological system, i.e., apart from  
the elastic properties (plane-parallel displacements of technological subsystems, their angular 
displacements around the base points), they also take into account the setup parameters for which 
its ductility is considered. Therefore, to form a complex characteristic of the subsystem ductility, 
we conducted experiments to determine the ductility of the subsystem in the technological system. 

Actual matrix characteristics of ductility for a real machine make it possible to evaluate  
the practical applicability of the developed full-factorial matrix models of machining accuracy. 
As a result, it can allow us to identify the degree of influence on the machining accuracy of 
a complex of technological factors, including the structure of multi-tool set-up, deformation 
properties of the subsystems in the technological system, and cutting modes. 

Keywords: matrix model of accuracy, full factorial model, plane-parallel displacements,  
angular displacements, matrices of coordinate ductilities, matrices of angular ductilities, dissipa-
tion fields. 
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