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Одной из важнейших задач в области машиностроения является увеличение ресурса, 
повышение надежности и долговечности при одновременном снижении металлоемкости 
машин, оборудования и металлоконструкций. Центральное место в решении этой пробле-
мы занимает создание современных методов расчета, позволяющих определить техниче-
ски рациональные показатели надежности и долговечности. Для горных комбайнов харак-
терным является существенное расхождение расчетных и реальных нагрузок, поэтому за-
дача уточнения нагрузок на режущем инструменте исполнительного органа и придания им 
вероятностного характера является актуальной. Для определения нагрузок необходимо 
знать свойства горного массива как объекта разрушения режущим инструментом и зако-
номерности формирования нагрузок на резцах. Разрушение горного массива исполнитель-
ными органами горных машин представляет сложный динамический процесс, имеющий 
вероятностный характер, поэтому необходимо дальнейшее развитие методов определения 
нагрузок на режущем инструменте с целью придания им вероятностного характера. Целью 
работы является разработка вероятностной модели силы резания, позволяющей более аде-
кватно, по сравнению с известными методами, оценить реальную нагруженность режуще-
го инструмента и элементов исполнительного органа. В статье модель силы резания пред-
ставлена в виде аддитивных составляющих. В основе построения вероятностных моделей 
используются закономерности пространственно-временной изменчивости – сопротивляе-
мости угля резанию, проявляющиеся при перемещении комбайна, и циклического харак-
тера процесса разрушения, проявляющиеся при движении резца. Вероятностной моделью 
первой составляющей является элементарный случайный процесс. Вероятностной моде-
лью второй составляющей является высокочастотный узкополосный случайный процесс, 
аналитическое представление которого производится с помощью неканонического спект-
рального разложения случайных процессов. Уточнение основной вероятностной характе-
ристики сопротивляемости угля резанию – закона распределения вероятностей – достига-
ется использованием высших моментов распределения. Разработанная вероятностная мо-
дель силы резания позволяет ввести в прочностные расчеты фактор времени – условие, 
необходимое для расчетов на усталостную долговечность. 

Ключевые слова: математическая модель, исполнительный орган, усилие резания, 
сопротивляемость угля резанию. 

 
 
Введение 
Вопросы расчета деталей машин на прочность и усталостную долговечность постоянно нахо-

дятся в центре внимания специалистов, занимающихся проектированием в машиностроении [1, 2]. 
Исходными данными при проектировании являются: модель материала и формы детали, модель 
разрушения и модель нагружения. Практика расчетов и проектирования горных комбайнов пока-
зывает, что расчетные нагрузки на инструменте и элементах исполнительного органа существен-
но отличаются от реальных, получаемых из эксперимента, поэтому определение нагрузок являет-
ся актуальной научно-технической задачей. Горные машины работают в тяжелых динамических 
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условиях, нагрузки имеют стохастический характер, поэтому необходимо дальнейшее развитие 
методов определения нагрузок и придание им вероятностного характера. 

Основой для разработки вероятностного метода расчета силы резания явились анализ и 
обобщение результатов по исследованию горного массива как объекта разрушения режущим ин-
струментом и формированию нагрузок на резцах исполнительного органа. 

1. Расчетная модель 
Нагрузка на режущий инструмент и элементы исполнительного органа обусловлена двумя 

факторами; пространственно-временной изменчивостью прочностных свойств горного массива 
как объекта разрушения режущим инструментом и циклическим характером разрушения по мере 
движения режущего инструмента. Характеристикой горного массива как объекта разрушения 
является показатель сопротивляемости угля и горных пород резанию [3–6]. Были проанализиро-
ваны методы определения свойств угольных пластов как объектов разрушения. В принятых ме-
тодиках не учитывается стохастическое распределение механических свойств горных пород в 
пространстве, так как в качестве основного был принят забойный метод оценки сопротивляемо-
сти с помощью специальных приборов ДКС и СДМ [7, 8]. Пространственно-временная изменчи-
вость показателя сопротивляемости выполнена с применением методов изучения случайных ве-
личин; причем в качестве математической модели сопротивляемости угля резанию была принята 
случайная величина, подчиняющаяся нормальному закону. Однако обработка эксперименталь-
ных данных исследования сопротивляемости резанию, полученных на различных угольных пла-
стах, показала, что эмпирические распределения вероятностей отличны от нормального распре-
деления (проявляются свойства асимметрии и эксцессивности). 

Нормальный закон распределения использует лишь первые моменты распределения – мате-
матическое ожидание и дисперсию. Производим уточнение основной вероятностной характери-
стики сопротивляемости угля резанию – закона распределения вероятностей – путем использова-

ния высших моментов распределения  , 2    [9]. В этом случае разложение представляется 

рядом Грама–Шарлье, которое описано во многих работах [10–12]. По экспериментальным дан-
ным [7] была построена эмпирическая плотность распределения сопротивляемости угля резанию, 
которая была аппроксимирована отрезком ряда Грама–Шарлье (рис. 1). В качестве меры расхож-
дения между эмпирической плотностью и аппроксимирующей кривой рассчитывалась величина 
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где  
*

iA x  – эмпирическая плотность распределения;  A ix  – аппроксимирующая функция. 

Результаты аппроксимации помещены в таблицу. 
 

Результаты аппроксимации 

Величина   

Нормальная плотность  
распределения 

В ряду удержан  
один член 

В ряду удержано  
два члена 

В ряду удержано  
три члена 

0,001815 0,001435 0,001098 0,001196 
 
Из таблицы следует, что в разложении ряда достаточно удерживать два члена разложения, 

учитывающие асимметрию 3
3
A

A

 
   

 и эксцессивные свойства 4
4

3A

A

 
   

.  

Были также проанализированы методы определения силы резания. При резании на установке 
ДКС измеряется сила, приходящаяся на 1 мм толщины среза при резании с поверхности забоя 
инструментом заданной геометрии. Экспериментальные исследования подтвердили линейную 
зависимость между силой резания ZP  и толщиной стружки h [7], эта зависимость была использо-
вана при разработке ОСТ [13]. Для определения силы резания на резце исполнительного органа 
конкретной горной машины использовалась та же формула, в которую были введены в виде про-
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изведения коэффициенты, учитывающие свойства 
разрушаемого массива, параметры режущего ин-
струмента и параметры схемы резания. По ОСТ 
определяется среднее значение силы резания и 
подачи на исполнительных органах. 

 
 

 
 
 
 

Рис. 1. Аппроксимация эмпирической плотности рас-
пределения сопротивляемости угля резанию отрезком 
Грама–Шарлье:  нормальная плотность 
распределения;  в ряду удержан один 
член;  в ряду удержано два члена; 

 в ряду удержано три члена 
 

В дальнейшем при построении вероятностной модели силы резания используется линейная 
зависимость, отражающая влияние на величину силы пространственно-временной изменчивости 
сопротивляемости угля резанию [14]: 

Z hP AФ , (2) 

где А – сопротивляемость угля резанию, рассматриваемая как случайная величина; h hФ K K ; 

hK  – произведение величин, зависящих от толщины стружки; K  – произведение величин, не 
зависящих от толщины стружки. 

Процесс разрушения горного массива режущим инструментом носит циклический характер, 
выражающийся в последовательном отделении элементов среза. Причем амплитуда и частота 
циклов изменяются случайным образом. Ранее выполненными исследованиями изучен механизм 
разрушения массива режущим инструментом, однако зависимости, определяющие амплитуду и 
частоту циклов разрушения, не установлены. 

2. Расчетные зависимости 
Исходя из вышеизложенного, модель силы резания можно представить в виде аддитивных 

составляющих 

Z Z ZP P P     , (3) 

где ZP – составляющая, формируемая вследствие изменения сопротивляемости угля резанию в 

пространстве горного массива; ZP   – составляющая, формируемая вследствие циклического ха-
рактера процесса разрушения угля режущим инструментом. 

Вероятностной моделью составляющей силы резания, формируемой вследствие пространст-
венно-временной изменчивости механических свойств, является элементарный случайный про-
цесс. В качестве одного из сомножителей модели выступает случайная величина – сопротивляе-
мость угля резанию и представляет собой низкочастотный случайный процесс. 

Вероятностной моделью составляющей силы резания, формируемой вследствие автоколеба-
тельного характера циклического разрушения угля (горных пород), является высокочастотный 
узкополосный случайный процесс, аналитическое представление которого производится с помо-
щью неканонического спектрального разложения случайных процессов. 

Вследствие значительной величины радиуса корреляции стохастической изменчивости со-
противляемости угля резанию составляющие силы резания рассматриваются как независимые 
случайные процессы и их изучение может выполняться раздельно. Вероятностные характеристи-
ки ZP   (3) находим путем сложения некоррелированных случайных процессов [15, 16]. 

3. Экспериментальные исследования  
Для построения вероятностной модели силы резания для исполнительных органов, осущест-

вляющих резание с переменной толщиной и постоянной шириной стружки (h = var, t = const), 
вначале рассмотрим экспериментальные данные по силе резания на установке ДКС. На рис. 2 

А, Н/мм

( )A x
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изображена реализация силы резания на резце установки ДКС. Методом скользящей средней по-

лучена реализация низкочастотной составляющей силы резания  ZP t , затем путем вычитания из 

исходной реализации низкочастотной составляющей получена реализация высокочастотной со-

ставляющей  ZP t . Разделение реализации усилия резания на резце установки ДКС на низко- и 

высокочастотные составляющие подтверждает качественную адекватность представления ( )ZP t  
в виде аддитивных составляющих. 
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Рис. 2. Разделение реализаций силы резания на составляющие: 

 суммарное усилие PZΣ;  низкочастотная составляющая PZ(t); 
 высокочастотная составляющая ∆PZ(t) 

 
Вероятностная модель силы резания для исполнительного органа, исходя из анализа реали-

зации полученной на установке ДКС, будет зависеть от времени      Z Z ZP t P t P t      . 

В формуле ZP , приведенной в [13], обозначим произведение величин, не зависящих от тол-

щины стружки K , а зависящих от толщины стружки hK . При резании с переменной толщиной 

стружки величина h, будет представлять некоторую функцию времени, описывающую изменение 

толщины стружки –  h h t  [14]. Тогда hK  будет представлять собой сложную функцию аргу-

мента t 

   hФ t K h t    . (4) 

Функция  h t , описывающая изменение толщины стружки, зависит от конкретного вида ис-

полнительного органа. Составляющие  ZP t  и  ZP t   также, как и в случае резания с постоян-

ными параметрами, можно рассматривать независимо. Введем обозначение    Ф t K Ф t , тогда 

составляющую  ZP t  можно представить в виде 

   ZP t Ф t A  . (5) 

Были найдены вероятностные характеристики  ZP t :  

математическое ожидание  

       
Z ZPm t M P t M Ф t A Ф t A            , (6) 

где М – оператор математического ожидания; 
дисперсия  

   2 2 2

z AP t Ф t    , (7) 

где 2
A  – дисперсия сопротивляемости угля резанию; 
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корреляционная функция 

      2
1 2 1 2Z APK t ,t Ф t Ф t σ   . (8) 

Так как (6), (7) зависят от времени, а (8) является функцией двух переменных, то случайная 
функция, выступающая в качестве математической модели (5) одиночным резцом, будет неста-
ционарной. Найденные вероятностные характеристики (6)–(8) представляют моментные функции 
составляющей силы резания (5). 

Более информативной вероятностной характеристикой  ZP t , по сравнению с моментными 

функциями, будет закон распределения вероятностей. Поэтому задача определения закона рас-
пределения  ZP t  совпадает с задачей определения закона распределения функций от случайной 

величины [17]. Одномерный дифференциальный закон распределения составляющей  ZP t  

 
 
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











. (9) 

Функция  Ф t  вычисляется для каждого конкретного вида исполнительного органа. В каче-

стве вероятностной модели составляющей  ZP t   принят узкополосный случайный процесс 

     Z ZP t h t P t   ,  (10) 

где  ZP t  – высокочастотная составляющая силы резания на резце при резании с постоянными 

параметрами. 
В соответствии с методом, изложенным в [15], и учитывая, что в роли неслучайного коэффи-

циента выступает функция  h t , получаем плотность распределения составляющей (10) 

 
 

 

2

221
,

2
PZ

Z

Z

y

t

P
P

y t e
t









 
 





. (11) 

Неканоническое спектральное разложение позволило использовать метод статистических 
испытаний для получения на ЭВМ реализаций составляющей  ZP t   [18–21] 

     ( ) cos ( )cos .ZP t h t C t C t t          (12) 

Исходным материалом для формирования случайной величины С  и   служат равномерно 
распределенные в интервале (0,1) случайные числа, вырабатываемые на ЭВМ программным дат-
чиком:  

     2ln 1
Zi P iС h t t     ; 0 2

2
i

i
tg  

  .  (13) 

Значения ( )h t  и  cos it   вычисляются в точках ;  0,  1,  2...,nt n t n    где t  – интервал 

дискретизации. 
Зная вероятностные характеристики  ZP t  (6)–(9) и  ZP t   (11), находим вероятностные ха-

рактеристики суммарной силы резания  ZP t
 . 

Так как  ZP t   центрированный случайный процесс, то математическое ожидание  ZP t
  

вычисляется по формуле 

       Z ZM P t M P t M Ф t A Ф t A            
    ;  (14) 

дисперсия  

         2 2 2 2 2 2 2 ;
ZZ Z Z A PP P Pt t t Ф t h t

              (15) 

корреляционная функция  

           2
1 2 1 2 1 2 1 2ZZ A PPK t ,t Ф t Ф t σ h t h t K t ,t

     . (16) 
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Вероятностные характеристики суммарной силы резания  ZP t
  (14)–(16) зависят, в отличие 

от резания с постоянными параметрами, от времени. Ограничившись в разложении k = 3 и k = 4, 

получим окончательную формулу плотности распределения суммарной силы резания  ZP t
   

     
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1 3 2

1
 

3
33

1

4
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1 1
, 1

2 3!
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z t e H
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

               

                 
        


 

  (17) 

где  
 1 1 2

ZP

p
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4. Сравнение результатов 
С помощью формулы (17) были построены графики плотности распределения силы резания 

на резце, рассчитанные через каждые 0,249 с, по данным экспериментального исследования на-
грузок на резцах исполнительного органа комбайна «Караганда 7/15». Среднее значение сопро-
тивляемости сильвинита A  = 267 Н/мм; среднеквадратическое отклонение 52,4 H/ммA  ; 

3
3

4,48
A

b



; 4

4
0,295

A

b



. Построенные графики подтверждают качественную адекватность изме-

нения распределения силы резания по мере движения резца (рис. 3). 
Для исполнительных органов, осуществляющих резание с переменной шириной и постоян-

ной толщиной стружки  const,  varh t  , были также найдены вероятностные характеристики: 

математическое ожидание, дисперсия, плотность распределения. Такое резание производится 
резцами, установленными на фрезерующих торцевых (корончатых) исполнительных органах. 

Представим, как и раньше,  ZP    (18) в виде двух низкочастотной  ZP   и высокочастот-

ной  ZP   составляющих: 

     Z Z ZP P P       .  (18) 

Для определения составляющей  ZP   обратимся к формуле определения силы резания, 

приведенной в ОСТ [13]. Из всех коэффициентов только коэффициент обнажения забоя Кз зави-
сит от ширины стружки. Величина зK  в этом случае будет зависеть от режима резания: величина 
ширины стружки больше или меньше оптимального значения. 

При постоянных значениях скорости подачи и скорости резания ширина стружки будет 
представлять функцию времени  . Учитывая это, введем функцию 

    ,T t         (19) 

т. е. функция  t     будет представлять собой сложную функцию времени  . 
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Рис. 3. Плотности распределения силы резания на резце 

 
Теперь составляющая силы резания может быть представлена в виде 

   ZP K T A   ,  (20) 

или, вводя обозначение 

   K T T    ,  (21) 

окончательно можем записать 

   ZP T A   .  (22) 

Таким образом, при резании с переменной шириной стружки, как и в общем случае при реза-
нии с переменной толщиной, в качестве модели низкочастотной составляющей может быть при-
нят элементарный случайный процесс. Основные вероятностные характеристики низкочастотной 
составляющей определяются по формулам, полученным при резании с переменой толщиной 
стружки, в которых неслучайная функция  Ф   заменяется функцией  T  . 

Выводы 
1. Математическая модель силы резания представляется в виде двух низкочастотной (вслед-

ствие пространственно-временной изменчивости сопротивляемости угля резанию) и высокочас-
тотной составляющих (вследствие циклического характера разрушения углей). 

2. Математической моделью низкочастотной составляющей является элементарный случай-
ный процесс, представляющий произведение случайной величины – сопротивляемости горного 
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массива резанию и неслучайной функции (неслучайной величины), описывающей изменение 
толщины стружки. 

3. Совокупность нелинейного звена (разрушаемого массива) и колебательной системы при-
вода исполнительного органа образуют замкнутую динамическую систему, в которой устанавли-
ваются автоколебания. В силу стохастического характера изменения сопротивляемости угля ре-
занию изменения амплитудного значения силы резания и частоты сколов носят случайный харак-
тер. Эти закономерности автоколебательного характера формируют высокочастотную 
составляющую силы резания как узкополосный случайный процесс. 

4. Разработанные вероятностные модели силы резания позволяют ввести в прочностные рас-
четы фактор времени – условие, необходимое для расчетов на усталостную долговечность. 
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One of the most important problems in the field of mechanical engineering is to increase  
the resource, reliability and durability of machinery, equipment and metal structures while re-
ducing specific quantity of metal. The creation of modern calculation methods for determining 
technically rational indicators of reliability and durability is central place to solving this problem.  
For mountain harvesters, the design and real loads differ, therefore the task of specifying loads in 
the probabilistic sense for the cutting tool of the machine's executive body is relevant. To deter-
mine the load, it is necessary to know the properties of the rock mass as an object of destruction 
with a cutting tool and the law of formation of loads on the cutters. The destruction of the rock 
mass by the executive bodies of mining machines is a complex dynamic process of a probabi-
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listic nature; therefore, it is necessary to develop probabilistic methods for determining loads on  
the cutting tool. The aim of this work is to develop a probabilistic model of cutting effort, which 
allows a more adequate assessment of the actual load on the cutting tool and the elements of the 
executive body. In the article, the cutting force model is presented in the form of additive com-
ponents. To build probabilistic models, the laws of spatial-temporal variability are used – the re-
sistance of coal to cutting, which appear when the combine is moved, and the cyclic nature of  
the destruction process, which appear when the tool moves. The probabilistic model of the first 
component is an elementary random process. The probabilistic model of the second component is 
a high-frequency narrowband random process, the analytical representation of which is carried 
out using non-canonical spectral decomposition of random processes. Refinement of the basic 
probability characteristics of the resistance of coal to cutting according to the law of probability 
distribution is achieved by using higher moments of distribution. The developed probabilistic 
model of the cutting effort makes it possible to introduce the time factor into the strength calcula-
tions as a condition necessary for calculations for fatigue life. 

Keywords: mathematical model, executive body, cutting effort, coal resistance to cutting. 
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