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Введение 
В решении задач интенсификации биофи-

зикохимических процессов в аппаратах не-
прерывного действия важное место занимает 
рациональная организация потока суспензии 
субстрат – микроорганизмы (МКО) с упоря-
доченным последовательным перемещением 
клеток МКО, близким к соблюдению возрас-
тных градаций [1–3]. С точки зрения теории 
процессов и аппаратов – это модель потока 
полного вытеснения. Данное требование свя-
зано с функциональной особенностью микро-
организмов физиологически изменяющихся в 
зависимости от своего возраста в процессе 
перемещения по аппарату [4–6]. 

В ряде биотехнологических производств 
процесс получения целевого продукта осно-
вывается на взаимодействии изменяющихся 
во времени по функциональным возможно-
стям и физическим свойствам МКО с изме-
няющимся по составу производственным суб-
стратом, причём эти изменения взаимозави-
симы [4, 5]. При этом чем больше доля сосу-
ществующих в данном объёме МКО, значи-
тельно отличающихся между собой по воз-
расту, тем менее эффективно протекает био-
химический процесс, так как часть клеток, в 
силу своего физиологического состояния, не 
может выполнять функцию, заданную техно-
логией на данной стадии. По этой причине не 
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только уменьшается суммарная скорость био-
химических реакций, но и снижается качество 
целевого продукта [5]. 

Для различных конкретных биохимиче-
ских производств возрастная граница сосуще-
ствующих МКО устанавливается в результате 
специальных микробиологических исследо-
ваний по соотношению возраст – функцио-
нальное состояние клеток [6]. Эти данные 
включаются в качестве начальных условий в 
расчетные уравнения. Так, например, при 
производстве высококачественных игристых 
вин резервуарным методом в непрерывном 
потоке необходимо максимально возможно 
соблюдать допустимую границу функцио-
нально – возрастной совместимости дрожже-
вых клеток ߬д =  ߬ଶ − ߬ଵ, где ߬ଵ и ߬ଶ – мини-
мальный и максимальный возраст клеток в 
рассматриваемом объеме аппарата, ߬д – до-
пустимая разница в возрасте клеток [5, 7]. 
Связано это с тем, что на начальной стадии 
рассматриваемого биохимического процесса, 
соответственно во входной и центральной зо-
не аппарата, должно осуществляться броже-
ние, которое могут проводить лишь молодые 
активные клетки. Одновременно в хвостовой 
части аппарата (установки) угнетенные воз-
растные МКО должны через автолиз обога-
щать субстрат биологически активными ве-
ществами, формируя при этом заданные каче-
ственные и типичные свойства продукта. В 
случае же попадания угнетённых клеток в 
нижние зоны, при движении потока снизу-
вверх, последние останутся балластом, так 
как они уже не обладают бродильной актив-
ностью, а процесс автолиза заблокирован 
консервирующим воздействием сахарозы. 
Молодые же клетки не могут совершать по-
ложительной работы в выходной части аппа-
рата ввиду отсутствия сахарозы в субстрате, 
они в данном случае будут использовать ре-
зервные питательные вещества, обедняя целе-
вой продукт [5, 8]. 

В связи с тем, что жизненные процессы у 
микроорганизмов, в частности у дрожжей, 
особенно в их активной фазе, протекают ис-
ключительно быстро (часы) [2, 5, 6], то связь 
возраста и функционального состояния клеток 
вполне коррелируют со временем пребывания 
в аппарате (установке) и могут оцениваться 
этим параметром. Знание количественного 
соотношения микроорганизмов различного 
возраста в данном единичном объеме потока 
важно для корректировки технологических 

режимов и решения целевых задач по созда-
нию и оптимизации современной аппаратуры 
для биотехнологических процессов [7–10]. 

Несмотря на практическую важность вы-
шеупомянутой задачи [2, 11], в решении ко-
торой заинтересованы инженеры, биохимики, 
биофизики, микробиологи и другие специали-
сты, она до сих пор не решена [12, 13]. Это 
объясняется тем, что биохимические процес-
сы, реализуемые в аппаратах с моделью пото-
ка диффузионного типа, как правило, описы-
ваются нелинейными уравнениями в частных 
производных, регулярный метод аналитиче-
ского решения которых отсутствует.  

В связи с отсутствием искомого решения 
в инженерной практике вынужденно пользу-
ются идеализированными моделями, такими, 
как «идеальное смешение», «идеальное вы-
теснение». Ниже будет показано, как исполь-
зовать предлагаемый метод для решения не-
которых практически важных нелинейных 
задач математической физики, встречающих-
ся в биотехнологии. 

Исследование 
Для решения поставленной задачи будем 

исходить из уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова для функции ( ),E x t . Согласно 

[13–17] оно представимо в следующем виде: 

( ) ( ) ( )
2

2
, , ,

∂ ∂ ∂+ = ⋅
∂ ∂ ∂

E x t E x t E x t D
t x x

ω , (1) 

где t – время изучаемого процесса; х – декар-
това координата, направленная вдоль оси ап-
парата; D – эффективный коэффициент диф-
фузии (коэффициент продольного перемеши-
вания микроорганизмов в аппарате); ω – 
средняя по сечению аппарата продольная ско-
рость движения микроорганизмов; 

( ) ( ), ,
∂=
∂

E x t q x t
t

; ( ),q x t  – вероятность вы-

хода микроорганизма из объема аппарата, 
равного ⋅S x , за время 0>t ; S – площадь по-
перечного сечения аппарата; 

( ) ( )1 , ,− =q x t p x t  – вероятность невыхода 

микроорганизма из указанного объема. 
Следовательно, ( ),E x t  – плотность 

функции распределения микроорганизмов по 
временам пребывания в объеме ⋅S x . По оп-

ределению ( ) ( )
0

,
∞

= x tE x t dtτ  – среднее время 

пребывания микроорганизмов в объеме аппа-
рата, равном ⋅S x . 
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Уравнение (1) представляет собой линей-
ное дифференциальное уравнение в частных 
производных, которое имеет бесчисленное 
множество решений. Для выделения единст-
венного решения необходимо к уравнению 
присоединить начальные и граничные усло-
вия. В частности, для полуограниченного ка-
нала начальные и граничные условия первого 
и третьего рода [13], гарантирующие одно-
значное решение уравнения (1), соответст-
венно, имеют вид: 

1. ( ),0 0=E x , 0>x ; ( ) ( )0, =E t tδ ,  (2) 

   2. ( ),0 0=E x , 0>x ; 

( ) ( ) ( )
0

, ,
=

∂ − = ∂  x

D
E x t E x t t

x
δ

ω
,          (3) 

где ( )tδ  – дельта-функция Дирака [18, 19]. 

На основании вышеизложенного извест-
ными математическими методами можно по-
лучить явные выражения для ( ),E x t -

функций, ( 1,2=i ): 

( ) ( )2

1
1

, exp
2 2

 −
 = −
  

x tx
E x t

tDt Dt

ω
π

,  (4) 

если функция ( ),E x t  удовлетворяет началь-

ным и граничным условиям (2), и 

( ) ( )2

2 , exp
4

x t
E x t

DtDt

ωω
π

 −
 = − −
    

2

1 exp
2 2

x t x

D DDt

ω ω ωϕ
 + − −  

  
,    (5) 

если функция ( ),E x t  удовлетворяет началь-

ным и граничным условиям (3). 

Здесь ( )
2

0

2
exp

22

  
= −      


Z

x
Z dxϕ

π
 – инте-

грал вероятности. В формуле (5) последний 
член неудобен для инженерных расчетов при 
малых значениях величины 01σ , где 

2
01

1

2= D

x
σ

ω
, так как в этом случае аргумент у 

интеграла вероятности становится слишком 
большим. Но при больших значениях Z 

( )
2

3

2 1 1
1 exp ...

22

    − = − − +          

Z
Z

Z Z
ϕ

π
. 

Поэтому, при 01 0,2≤σ , с погрешностью 
менее одного процента правую часть выраже-
ния (5) можно упростить до вида 

( ) ( )2

2 , exp
4

 −
 =

+   

x tx
E x t

x t DtDt

ωω
ωπ

.   (6) 

Прежде чем переходить к определению 
степени смешения микроорганизмов SP  в том 
или ином объеме рассматриваемого аппарата, 
предварительно – для наглядности, выберем 
три «точки наблюдения»: 1=x x , 2=x x  и 

3=x x , где 1 2 3< < <x x x L , L – рабочая длина 
(высота) аппарата. Соответствующие им Е-
функции изображены на рисунке, где, напри-
мер, = Pt t  – точка пересечения кривых 

( )1,E x t  и ( )2 ,E x t , определяемая из решения 

уравнения 

( ) ( )1 2, ,=E x t E x t .     (7) 

Аналогичным образом, из решения урав-
нения ( ) ( )2 3, , 0− =E x t E x t  определяется зна-

чение величины 2,3t . Очевидно, что площади 

заштрихованных участков на рисунке числен-
но равны SP , т. е. долям сосуществующих 
микроорганизмов, поступившим в аппарат с 
потоком жидкости за время 1τ , 2τ  и 2τ , 3τ  

соответственно, где =i ixτ ω , 1,2,3=i . По-
этому 

( ) ( )2 1

0

, ,
P

P

t

S

t

P E x t dt E x t dt
∞

= + = 
 

( ) ( )2 11 , ,P Pq x t q x t= + −

               

, (8) 

где было учтено, что ( ), 1∞ =q x , ( ),0 0=q x . 

Итак, для определения степени смешения 
микроорганизмов, при заданных 1x  и 2x , не-
обходимо знать явное выражение для функ-
ции ( ),q x t  и значение величины Pt . 

По определению  

( ) ( )
0

, ,= 
t

q x t E x t dt .  

Следовательно, 

( )1 ,q x t =
 1

1 1 exp
2 2 2

x t x t x

DDt Dt

ω ω ωϕ ϕ
  − +    = − + −     

      
,(9) 
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( )2 ,
t

q x t
Dt

ω
π

=
 

( )2
1

exp 1
4 2 2

x t x t

Dt Dt

ω ωϕ
 −  +  − + − −  
     

 

21
1 1 exp

2 2

   + − + + −         

x t x t x

D D DDt

ω ω ω ωϕ . (10) 

Значения величин 1Pt  и 2Pt  при 2 1>x x  
найдем из решения нижеследующих уравне-
ний: ( ) ( )2 1, , 0− =i iE x t E x t , 1,2=i . 

1
21 2 1 2

1 01
2 1 1

1 ln
2

−
 += + − 

P
x x x x

t
x x x

σ
ω

,      (11) 

2Pt =
 1

21 2 1 2 1 2
01

2 1 1 2 1

3
1 ln

2 3

x x x x x x

x x x x x
σ

ω

−
  + += +  − +   

, 

(12) 
где индексы «один» и «два» соответствуют 
начальным и граничным условиям первого и 
третьего рода. 

Выражения (11) и (12), при 01 0,2≤σ , с 
погрешностью менее двух процентов упро-
щаются до вида: 

1 2
1 2 2

+= =P P
x x

t t
ω

.     (13) 

При 0=D  смешение микроорганизмов, 
поступивших в аппарат в различное время, 
отсутствует. 

Покажем, что и к этому частному случаю 
формула (8) применима. Действительно, так 
как при 0=D  

( ) ( ), = −E x t x tωδ ω , 

( ) ( ) ( ), 1
−

= = − −
x

x t

q x t d x t
ω

δ ξ ξ θ ω , (14) 

где ( )Zθ  – ступенчатая функция, равная еди-

нице при 0>Z  и равная нулю при 0<Z , то 
согласно формуле (8) 

( ) ( )2 11 1 1 0= +  − −  −  − −  =   S P PP x t x tθ ω θ ω , 

где 1 2<x x , 1 2

2

+=P
x x

t
ω

. 

Вывод 
Таким образом, полученные результаты 

позволяют рассчитать количество сосущест-
вующих микроорганизмов с различным вре-
менем пребывания в любом заданном объёме 
рассматриваемого аппарата и на основании 
этого достоверно оценивать гидродинамиче-
ский характер потока реагентов в биореакто-
рах непрерывного действия. По режиму пото-
ка осуществляется прогноз эффективности 
биохимических процессов, реализуемых в 
данном реакторе.  

 

 
 

Определение степени смешивания микроорганизмов:  
1, 2, 3 – графики Е (x, t)-функции в точках наблюдения  

х = х1, х = х2, х = х3, соответственно 
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The possibility of assessing the character of hydrodynamics of two-phase flow in continuously 

operated bioreactors is considered, taking into account the presence of microturbulences or lamellar 
convective mixing resulting in disturbing sequential movement of microorganisms in the system 
(device, unit). It is suggested to perform the mentioned assessment by calculating the shares of mi-
croorganisms which differ among themselves by the time of staying in any given volume of the de-
vice. It is known for fact that in case of coexistence in a unit volume of the production substrate of 
microorganisms of various age as correlated to their time of stay in a reactor, biochemical process of 
the targeted mass exchange runs inefficiently. As metabolic processes are very fast in microorgan-
isms, changes in their age-related functional characteristics may be associated with the time of stay 
of the cells in the system. In order to make key decisions while designing new devices or upgrading 
the existing ones with the task of realizing the models of flow approximating to piston flow, one 
needs a method of calculating the share of the coexisting microorganisms with various time of stay 
in the volume of the bioagents’ flow of interest. The obtained calculated data are important for the 
functional-and-structural simulation of a twp-phase flow of agents, among which the living cells of 
microorganisms are determinant for biotechnological processes. However, there a solution to as-
sessing the system’s condition has not of yet been found. This work suggests a probability-
theoretical approach to development of a mathematical model helping calculate the share of the co-
existing microorganisms with various time of stay in an arbitrarily given volume of the device by 
means of setting initial and boundary conditions. The method is based on assessing the density of 
function of distribution according to the time of stay of the microorganisms’ cells in devices. Thus, 
the obtained results allow to assess the condition of hydrodynamics of the flow of the system “pro-
duction substrate - microorganisms”, and based on that to predict the efficiency of biochemical pro-
cesses realized in flow-line devices. 

Keywords: biochemical process, microorganisms, devices, hydrodynamics of the flow, time 
of stay, age, functional dependency, efficiency. 
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