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Аннотация. Введение. Рассматривается задача обеспечения идентичности траекторий нагрева 
верхней и нижней половин сляба (симметричности нагрева сляба) при существенно различных чис-
ленных значениях параметров внешнего теплообмена для его верхней и нижней поверхностей. Обу-
славливается это, в частности, неудовлетворительной тепловой изоляцией подовых труб. Цель ис-
следования. Разработать алгоритм расчета, необходимого для симметричности соотношения уста-
вок (заданий) регуляторам температуры рабочего пространства верхних и нижних нагревательных 
зон методических печей. Материалы и методы. Выполнен анализ и обобщение литературных дан-
ных по проблеме. Предложено математическое описание несимметричного нагрева, поставлена и 
решена задача оптимизации. Результаты. Варианты алгоритма предусматривают возможность опи-
сания внешнего и внутреннего теплообмена как в линеаризованной, так и в исходной нелинейной 
формах. Для случая представления процесса нагрева полностью линеаризованным уравнением теп-
лопроводности с конвективной формой внешнего теплообмена искомый результат представляется 
аналитической формулой. Это, как известно, позволяет прослеживать влияние исходных параметров 
процесса на оптимальное соотношение уставок. Численным исследованием показано, что соблюде-
ние вычисленного соотношения уставок обеспечивает при собственно несимметричном нагреве (не-
равенстве коэффициентов внешнего теплообмена) удовлетворительное совпадение траекторий сред-
немассовой температуры верхней и нижней половин сляба. Предложен также и упрощенный вари-
ант решения рассматриваемой задачи, когда динамика среднемассовых температур верхней и ниж-
ней половин сляба изначально описывается обыкновенным дифференциальным уравнением первого 
порядка, полученным из уравнения теплопроводности посредством интегрального усреднения тем-
пературы по толщине сляба. Упрощенный вариант также обеспечивает, как правило, практически 
приемлемую близость траекторий нагрева верхней и нижней половин сляба и отличается еще боль-
шей «прозрачностью» относительно того, как исходные данные влияют на искомый результат. 
Заключение. Использование оптимального соотношения уставок позволяет, например, при реше-
нии задач оптимального управления процессом в два раза уменьшить размерность искомого вектора 
управления, что весьма существенно при разработке алгоритмического обеспечения АСУ ТП нагре-
вательных печей. 

Ключевые слова: методическая печь, среднемассовая температура слябов, компенсация несим-
метрии нагрева, уставки регуляторов температуры в зонах, алгоритмическое обеспечение автомати-
зированных систем управления 
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Введение 
Двусторонний нагрев металла в методиче-

ских печах без теплоизоляции подовых труб 
или в случае ее неудовлетворительного со-
стояния является существенно несимметрич-
ным [1]. Для методических печей стана 2500 
ПАО «ММК», например, коэффициент не-
симметричности нагрева [2] может составлять 
0,58…0,62, тепловой поток на металл в ниж-
них зонах достигает лишь 62…72 % от потока 
в верхних нагревательных зонах печей [3]. 
Вместе с тем должная тепловая изоляция по-
довых труб и установка рейтеров позволяют в 
10–20 раз уменьшить теплопотери с охлажде-
нием труб, что приводит практически к вы-

равниванию тепловых потоков на металл сни-
зу и сверху, значительно улучшаются равно-
мерность и качество его нагрева [4–6].  

Несимметрию нагрева (несимметрич-
ность температурного поля сляба) иногда пы-
таются компенсировать за счет повышения 
температуры рабочего пространства нижних 
нагревательных зон, при этом уставки (зада-
ния) локальных регуляторов температуры оп-
ределяются по соотношению [7, 8] 

нзݐ =  вз,          (1)ݐ݇
где ݐнз, ݐвз – уставки локальных регуляторов 
температуры нижней и верхней зон печи со-
ответственно; ݇ – некоторый постоянный 
коэффициент.  Понятно,  что в данном случае  
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Abstract. Introduction. The problem of ensuring the identity of the heating trajectories of the upper

and lower halves of the slab (slab heating symmetry) is considered for significantly different numerical va-
lues of the external heat transfer parameters for its upper and lower surfaces. This is due, in particular, to 
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݇ ≥ 1,0; к сожалению, его численное значение 
выбирается, как правило, опытным путем, 
широко известной и обоснованной процедуры 
выбора коэффициента ݇ не существует. Вме-
сте с тем разработка такой теории позволит 
формализовать процесс определения числово-
го значения коэффициента ݇, что повышает 
долю автоматически реализуемых функций 
автоматизированных систем управления тех-
нологическим процессом (АСУ ТП). Кроме 
того, если выяснится, что выбором численно-
го значения коэффициента ݇ можно удовле-
творительно компенсировать несимметрию 
нагрева, то это создаст теоретическую основу 
допустимости рассмотрения процесса в сим-
метричной форме, что во многих случаях 
приводит к существенному упрощению реше-
ния задач. В частности, при оптимизации 
управления печами [9] это позволяет в два 
раза уменьшить размерность искомого векто-
ра управления, т. е. будет достаточно найти 
оптимальный набор температур рабочего про-
странства только верхних зон печей, задания 
регуляторам температуры нижних зон авто-
матически определятся по соотношению (1). 

 
Модель несимметричного нагрева 
Математическое описание динамики тем-

пературных полей верхней и нижней половин 
слябов в зоне нагрева представим следующим 
образом. 

Общая часть описания в данном случае 
такова: 
ߩܿ డ௧(௫,ఛ)

డఛ
= డ

డ௫
ቀߣ డ௧(௫,ఛ)

డ௫
ቁ , 0 < ݔ < ,ܮ ߬ > 0;    (2) 

,ݔ)ݐ 0) = ,(ݔ)ݐ 0 ≤ ݔ ≤  (3)      ;ܮ
డ௧(,ఛ)

డ௫
= 0, ߬ ≥ 0.         (4) 

Дополнительно для верхней и нижней по-
ловин сляба будем иметь соответственно: 

ߣ డ௧(,ఛ)
డ௫

= ,(߬)взݐ]вз݂ߛ ,ܮ)ݐ ߬)], ߬ ≥ 0;    (5) 

ߣ డ௧(,ఛ)
డ௫

= ,(߬)взݐ݇]нз݂ߛ ,ܮ)ݐ ߬)], ߬ ≥ 0.    (6) 
Здесь ܿ, ߩ и ߣ – соответственно теплоем-
кость единицы массы, плотность и коэффи-
циент теплопроводности, зависящие в об-
щем случае от температуры ݔ)ݐ, -про – ݔ ;(߬
странственная координата; ߬ – время; ܮ – рас-
четное сечение, равное половине толщины 
сляба; ݐ(ݔ) – заданная функция, описы-
вающая начальное температурное поле ме-
талла; ݂ – функция, описывающая внешний 
теплообмен металла: ݂ = (߬)взݐ − ,ܮ)ݐ ߬) – 
при описании теплообмена в конвективной 

форме, ݂ = ቀ௧вз(ఛ)ାଶଷ
ଵ

ቁ
ସ

− ቀ௧(,ఛ)ାଶଷ
ଵ

ቁ
ସ
 – при 

описании теплообмена в лучистой форме; 
,взߛ -нз – параметры моделей внешнего теплоߛ
обмена, причем при несимметричном нагреве, 
причем ߛвз > -вз – температура рабоݐ ;нз [10]ߛ
чего пространства в верхней нагревательной 
зоне печи. 

В данном случае сляб мысленно разреза-
ется по толщине на две равные части, при 
этом считается, что на линии разреза поддер-
живается нулевой градиент температуры и 
при переходе от одной половины сляба к дру-
гой изменяется на противоположное положи-
тельное направление отсчета пространствен-
ной координаты ݔ. При этом нагрев верхней и 
нижней половин сляба представляется услов-
но независимым. Нагрев верхней половины 
описывается уравнениями (2)–(5), а нижней 
половины соответственно уравнениями (2)–(4) 
и (6). Подчеркнем также, что использование 
условия (4) в математическом описании на-
грева обусловлено самой постановкой задачи: 
обеспечить симметричное температурное по-
ле в слябе. Суммарное охлаждающее действие 
элементов конструкции пода, согласно реко-
мендациям работ [10, 11], учтено меньшим 
значением коэффициента внешнего теплооб-
мена, т. е. считается, что ߛвз >  нз; реальныеߛ
численные значения коэффициентов ߛвз,  нзߛ
определяются при решении задачи парамет-
рической идентификации модели нагрева ме-
талла [12–16]. 

Следует заметить, что модель собствен-
но несимметричного нагрева сляба получает-
ся «склейкой» уравнений моделей для верх-
ней и нижней половин с поглощением урав-
нения (4).  

 
Постановка задачи 
Анализ задачи показал, что невозможно 

обеспечить абсолютную идентичность про-
филей температурного поля верхней и нижней 
половин в процессе всего нагрева в зоне, сле-
дует ограничиться получением достаточно 
близких динамических траекторий для сред-
немассовой температуры. Поэтому на траек-
ториях динамических систем (2)–(6) опреде-
лим следующий функционал 

(݇)ܫ = ଵ
் ∫ Вഥݐ] (߬) − Нതതത(߬)]ଶ்݀߬ݐ

 ,     (7) 
где ݐВഥ (߬) и ݐНതതത(߬) – среднемассовая температу-
ра верхней и нижней половин соответственно; 
ܶ – время нагрева в зоне печи. 
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Поставим следующую задачу оптимизации [17]: min -требуется определить такое чис – (݇)ܫ
ленное значение коэффициента ݇, при котором критерий (7) принимает минимальное значение. 

 
Решение задачи для линейного случая 
Рассмотрим решение поставленной задачи при описании процесса полностью линеаризован-

ным уравнением теплопроводности с конвективной формой внешнего теплообмена, при этом 
удается получить некоторые аналитические результаты. При этом будем считать, что ݐ(ݔ) = 0, 
т. е. задача приводится к нулевым начальным условиям, что, как известно, не нарушает общности 
получаемых результатов [18]. 

Используя приведенное в [2] решение поставленной линейной задачи, нетрудно получить 
формулы для среднемассовой температуры верхней и нижней половин сляба. Подставляя эти 
формулы в критерий (7) и решая задачу его минимизации по ݇, найдем его оптимальное значе-
ние. Для случая, когда температура в зоне является постоянной величиной, оптимальное значе-
ние коэффициента ݇ вычисляется по соотношению 

݇ =
∫ [1 − ∑

2sinଶߤ exp ቆ− ߤ
ଶܽ߬
ଶܮ ቇ

ߤ)ߤ + sinߤcosߤ) ] ∙ [1 − ∑
2sinଶߟ exp ቆ− ߟ

ଶܽ߬
ଶܮ ቇ

ߟ)ߟ + sinߟcosߟ) ]݀߬ ∞
ୀଵ

∞
ୀଵ

்


∫ {1 − ∑ [1 − ∑
2sinଶߟ exp ቆ− ߟ

ଶܽ߬
ଶܮ ቇ

ߟ)ߟ + sinߟcosߟ) ] ∞
ୀଵ }ଶ∞

ୀଵ

 

݀߬ ்


,                  (8) 

где ߤ и ߟ – корни уравнений ߣߤ/(ߛвзܮ) = ctgߤ и ߣߟ/(ߛнзܮ) = ctgߟ соответственно; ܽ – коэффи-
циент температуропроводности. 

Как видно из формулы (8), оптимальное значение коэффициента ݇ в практически значи-
мом случае нагрева с постоянной температурой рабочего пространства в зоне не зависит от 
численного значения этой температуры, а определяется только теплофизическими свойства-
ми стали, параметрами теплообмена, толщиной и временем нагрева сляба в зоне. Примеча-
тельно, как это следует из формулы (8), если ߛвз = ߤ нз, тоߛ = ݅  дляߟ = 1, ∞തതതതത и будет ݇ = 1, 
что и следовало ожидать, так как нагрев в этом случае реально является абсолютно симмет-
ричным. Отклонение численного значения коэффициента ݇ от 1 определяется только тем, на-
сколько ߛвз отличается от ߛнз.  

 
Численный анализ полученного решения 
На рис. 1 для различных пар чисел Био, отвечающих нижней и верхней поверхностям сляба, 

приведено семейство кривых, изображающих зависимость оптимального значения коэффициента 
݇ от времени нагрева в зоне. При этом рассматривался нагрев углеродистых слябов с ܮ = 0,1 м. 
Семейство сплошных кривых соответствует, считая сверху вниз, следующим значениям числа 
Био для нижней поверхности: 0,6; 0,7; 0,8; 0,9, число Био для верхней поверхности сляба во всех 
этих случаях равно 1,0. Кривая, отмеченная точками, соответствует числам Био 1,5 и 2, а кривая, 
изображенная штрих-пунктирной линией, числам Био 1,0 и 1,5 соответственно для нижней и 
верхней поверхностей сляба. 

Как следует из рис. 1, оптимальное значение коэффициента ݇ является монотонно убы-
вающей функцией времени, следовательно, с увеличением времени нагрева в зоне для компен-
сации несимметрии требуется более низкий уровень температуры рабочего пространства в 
нижней нагревательной зоне печей, чем при меньшем времени нагрева. Другими словами, сте-
пень требуемого превышения температуры нижней зоны над температурой верхней зоны умень-
шается. 

При увеличении степени несимметрии (в данном случае степени различия коэффициентов 
внешнего теплообмена ߛвз и ߛнз) оптимальное численное значение коэффициента ݇ возрастает, 
поэтому в этом случае при прочих равных условиях для компенсации несимметрии потребует-
ся более высокий уровень температуры рабочего пространства в нижних нагревательных зонах 
печей. 
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В работе провели численное исследова-
ние получаемой разности среднемассовых 
температур  верхней и нижней половин сляба,  
при использовании оптимального значения 
коэффициента ݇ для задания температуры ра-

бочего пространства нижней нагревательной 
зоны. В таблице приведены получаемые при 
этом максимальные модули относительной 
разности среднемассовых температур верх-
ней и нижней половин сляба. Исходные дан-

 
Рис. 1. Зависимость оптимального значения коэффициента k от времени нагрева  

для различных пар чисел Био для нижней и верхней поверхностей сляба 
Fig. 1. Dependence of the optimal value of the coefficient k on the heating time  
for different pairs of Biot numbers for the lower and upper surfaces of the slab 

 

Максимальный модуль относительной разности среднемассовых температур  
верхней и нижней половин сляба 

Maximum modulus of the relative difference between the average mass temperatures  
of the upper and lower halves of the slab 

№ 
п/п 

Число Био для половины сляба, 
отн. ед. Значение  

коэффициента ݇,  
отн. ед. 

Максимальный модуль  
относительной разности  

среднемассовых температур, 
отн. ед. верхней нижней 

1 1,0 0,6 
1,432 
1,382 
1,290 

0,0084 
0,0168 
0,0403 

2 1,0 0,7 
1,277 
1,245 
1,185 

0,0061 
0,0122 
0,0289 

3 1,0 0,8 
1,162 
1,142 
1,107 

0,0039 
0,0078 
0,0184 

4 1,0 0,9 
1,071 
1,063 
1,047 

0,0019 
0,0038 
0,0088 

5 1,5 1,0 
1,272 
1,231 
1,161 

0,0104 
0,0192 
0,0394 

6 2,0 1,5 
1,156 
1,128 
1,084 

0,0092 
0,0161 
0,0289 
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ные для расчета соответствуют данным рис. 1. 
Причем в таблице значения коэффициента ݇ и 
максимального модуля относительной разно-
сти среднемассовых температур верхней и 
нижней половин сляба приведены для сле-
дующих трех значений времени нагрева в зо-
не: 0,3; 0,5 и 1,0 ч, считая для каждой пары 
чисел Био сверху вниз соответственно.  

Как следует из таблицы, при уменьшении 
времени нагрева в зоне во всех случаях мак-
симальный модуль уменьшается, следова-
тельно, в этом случае получаются более близ-
кие динамические траектории для среднемас-
совых температур. Это достаточно понятно и 
вполне объяснимо, поскольку очевидно, что 
чем меньше длительность отрезка времени, 
тем точнее можно компенсировать несиммет-
рию нагрева – точнее сблизить траектории 
нагрева верхней и нижней половин сляба. 
Также отметим, что из данных таблицы сле-
дует, что, как правило, за счет выбора чис-
ленного значения коэффициента ݇ удается 
получить практически удовлетворительное 
совпадение динамических траекторий для 
среднемассовых температур верхней и ниж-
ней половин сляба. 

 
Нелинейный случай 
В случаях учета зависимости теплофизи-

ческих свойств стали от температуры и в опи-
сании теплообмена в лучистой форме для ре-
шения поставленной одномерной задачи оп-

тимизации min -применяли метод золо (݇)ܫ
того сечения. При этом уравнение теплопро-
водности аппроксимировалось неявной разно-
стной схемой, для ее решения использовался 
метод прогонки [19, 20]. Интегралы вычисля-
лись методом Симпсона. Зависимости тепло-
физических свойств стали от температуры 
брали из [21].  

Исследование показало, что задача устой-
чиво и практически с любой наперед заданной 
точностью решается и в этом случае. Зависи-
мость оптимального значения коэффициента 
݇ также является монотонно убывающей 
функцией времени, так же, как и в предыду-
щем случае, с увеличением степени несим-
метрии оптимальное значение ݇ возрастает. 
На рис. 2 для различных пар коэффициентов 
излучения приведены типичные кривые из-
менения оптимального значения коэффици-
ента ݇ в зависимости от времени нагрева в 
зоне. При этом коэффициент излучения для 
нижней поверхности сляба составлял 2,5; 2,6; 
2,7; 2,8; 2,9 Вт/(м2·К4), считая по кривым 
сверху вниз, для верхней поверхности во всех 
случаях он равен 3,0 Вт/(м2·К4), рассматри-
вался нагрев углеродистой стали с нулевой 
начальной температурой и ݐвз = 1200 °С.  

При использовании оптимального значения 
коэффициента ݇ максимальный модуль раз-
ности среднемассовых температур верхней и 
нижней половин сляба не превосходил 10 град., 
что вполне приемлемо для практики. 

 
Рис. 2. Кривые изменения оптимального значения коэффициента k в зависимости  

от времени нагрева в зоне для различных пар коэффициентов излучения 
Fig. 2. Curves of changes in the optimal value of the coefficient k depending  

on the time of heating in the zone for different pairs of emissivity 
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Упрощенный вариант алгоритма 
При ܿ, ,ߩ ߣ = const, следуя работе [22], проинтегрируем уравнение (2) по координате ݔ в пре-

делах от 0 до ܮ и разделим обе его части на ܮ, тогда получим 
ௗ௧̅
ௗఛ

= 


ቂడ௧(,ఛ)
డ௫

− డ௧(,ఛ)
డ௫

ቃ,                    (9) 

где ̅ݐ(߬) = ଵ
 ∫ ,ݔ)ݐ ݔ݀(߬

  – среднее значение температуры заготовки (среднемассовая темпера-
тура). 

Подставим теперь в (9) соотношение (4) и граничное условие для ݔ = -записанное предва ,ܮ
рительно в конвективной форме, тогда получим, что 

ௗ௧̅
ௗఛ

= ఈ
ఒ

(߬)рпݐൣ − ,ܮ)ݐ ߬)൧.                  (10) 

Здесь ߙ – коэффициент теплоотдачи, при этом вполне понятно, что при вычислении среднемас-
совой температуры верхней половины сляба ߙ = -вз, а при определении среднемассовой темпеߙ
ратуры нижней половины сляба ߙ =   .нзߙ

Если предположить, что температура поверхности ܮ)ݐ, ߬) равна среднемассовой температуре 
(߬)̅ݐ = ଵ

 ∫ ,ݔ)ݐ ݔ݀(߬
 , как это имеет место для термически тонких тел, то уравнение (10) перепи-

шется в виде 
ௗ௧̅
ௗఛ

= ଵ

в்р
(߬)рпݐൣ  ൧,                   (11)̅ݐ −

где вܶр = постоянная времени нагрева. Для верхней половины сляба вܶр – (ߙܽ)/ܮߣ = вܶз =
= а для нижней – вܶр ,(взߙܽ)/ܮߣ = нܶз = ,ܮ)ݐ Заметим, что предположение .(нзߙܽ)/ܮߣ ߬) = (߬)̅ݐ
является в значительной мере оправданным в рассматриваемом случае, так как ܮ – это всего 
лишь половина толщины сляба.  

Если динамику среднемассовой температуры верхней и нижней половин сляба описать уп-
рощенной моделью (11), то для оптимального значения коэффициента ݇ получается следующее 
соотношение 

     
                          

   
             

   

вз нзвз нз вз нз
вз нз вз нз

вз нз вз нз вз нз вз нз

нз нз
нз нз

нз нз

exp exp exp

.
22 2 exp  exp

2 2

T T TT T T TT TT T T T T
T T T T T T T T

k
T TT TT T T

T T

    (12) 

Здесь вܶз = (взߙܽ)/ܮߣ = ଶܮ
ൗ(вз݅ܤܽ) , нܶз = (нзߙܽ)/ܮߣ = ଶܮ

ൗ(нз݅ܤܽ)   – постоянные времени соответ-
ственно для верхней и нижней половин сляба. Как видно из формулы (9) при вܶз = нܶз ⟹ ݇ = 1, 
что так и должно быть при такой конкретной постановке задачи. Кроме того, вполне очевидно, 
что данная формула заметно привлекательна как с точки зрения своей заметной «прозрачности» 
влияния исходных данных на вычисляемый результат – коэффициент ݇, так и с точки зрения 
объема требуемых вычислений. 

Проведенное исследование показало, что различие числовых значений коэффициентов ݇, 
вычисленных по формулам (8) и (12), практически не существенно. Так, например, при числах 
Био 1,0 и 0,6 соответственно для верхней и нижней половин сляба, времени нагрева ܶ = 0,3 ч и 
прочих указанных выше равных условиях вычисленное по формуле (12) значение коэффициента 
݇ составляет 1,508. Отличие этого значения от его значения, приведенного в первой строке таб-
лицы, составляет 2,58 %, что вполне приемлемо. 
 

Выводы 
Разработан алгоритм расчета оптимального соотношения уставок регуляторов температуры 

верхних и нижних нагревательных зон методических печей, обеспечивающий удовлетворитель-
ное совпадение траекторий среднемассовой температуры верхней и нижней половин сляба. Ва-
рианты алгоритма предусматривают возможность описания внешнего и внутреннего теплообмена 
как в линеаризованной, так и в исходной нелинейной формах. Предложен также и упрощенный
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вариант решения рассматриваемой задачи, когда динамика среднемассовых температур верхней 
и нижней половин сляба изначально описывается не уравнением теплопроводности, а обыкно-
венным дифференциальным уравнением первого порядка. Использование оптимального соотно-
шения уставок позволяет, например, при решении задач оптимизации процесса в два раза 
уменьшить размерность искомого вектора управления, что весьма существенно. Результаты ра-
боты могут быть использованы в составе алгоритмического обеспечения АСУ ТП. 
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