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Аннотация. Процесс непрерывной прокатки листов известен уже давно и, кажется, всесторон-
не изучен, но экономическая ситуация вынуждает предприятия непрерывно его совершенствовать и 
искать всё новые и новые способы повышения качества продукции при сохранении, а желательно 
при увеличении, производительности. И существующие методики и подходы оказываются малоэф-
фективными, поскольку содержат в себе большое число допущений и упрощений. С другой сторо-
ны, современные листопрокатные агрегаты являются дорогостоящими и высокопроизводительными, 
что существенно повышает стоимость ошибок в работе с ними. В этой ситуации очень перспектив-
ным представляется создание цифровых двойников, которые позволили бы детальнее исследовать 
технологический процесс, эффективно обучать персонал и исключить принятие неэффективных или 
потенциально опасных технических решений. В данной статье решается задача создания имитацион-
ной математической модели процесса горячей прокатки листа на непрерывном стане. На основании 
апробированных подходов строится кинематически возможное поле скоростей в металле заготовки, 
решается тепловая задача. Применение уравнения баланса мощности позволяет определить крити-
ческие углы в каждой из клетей и в зависимости от исходных данных определить либо величины 
межклетевых натяжений при заданном скоростном режиме, либо обороты валков в каждой клети 
для заданного режима натяжения. При определении мощностей сил, действующих в стане, учиты-
ваются процессы упрочнения-разупрочнения металла листа. Полученные в результате численных 
экспериментов данные согласуются с известными экспериментальными зависимостями и качествен-
но верно отражают физическую суть процессов, протекающих в стане. Разработка данной модели 
позволила заложить основу для дальнейшего построения цифрового двойника непрерывного листо-
прокатного стана. 
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Abstract. The process of continuous sheet rolling has been known for a long time, and seems to be 
comprehensively studied, but the economic situation is forcing enterprises to continuously improve it, and 
look for more and more new ways to improve product quality, while maintaining, and preferably increasing, 
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В настоящее время известно достаточно 
большое количество работ, посвященных 
процессу горячей прокатки полос в непре-
рывном стане [1, 2]. При этом следует отме-
тить достаточную проработку вопросов, ка-
сающихся определения температурного состоя-
ния полосы при прокатке (например, [1, 3, 4]). 
В отмеченных работах также рассмотрены ме-
ханизмы формирования механических свойств 
металла при горячей непрерывной прокатке. 
В работе [5] заявлено, что разработан алго-
ритм, позволяющий определять энергосило-
вые, температурные и скоростные параметры 
процесса прокатки во всех клетях непрерыв-
ной группы при переменном сопротивлении 
пластической деформации. Следует отметить, 
что этот алгоритм предусматривает расчет 
изменения сопротивления металла пластиче-
ской деформации с учетом особенностей про-
цесса непрерывной прокатки, но в основном 
он касается особенностей температурного ре-
жима и не содержит научно обоснованной 
методики определения продольных усилий 
между клетями непрерывного стана. С другой 
стороны, достаточно корректная методика оп-
ределения энергосиловых параметров, в том 
числе продольных усилий в полосе между кле-
тями непрерывного стана, была представлена 
еще в работе [6]. Однако она содержит ряд не-
определенностей, которые, по-видимому, ог-
раничили ее применение. Наиболее обосно-
ванный подход к анализу особенностей не-

прерывной прокатки, предполагающей взаи-
модействие клетей через прокатываемую по-
лосу, предложен в работе [7]. Этот подход 
был успешно реализован для расчета энерго-
силовых параметров процесса непрерывной 
раскатки труб [8]. 

В связи с тем, что вопросы определения 
энергосиловых параметров при непрерывной 
листовой прокатке являются достаточно зна-
чимыми, целесообразно использовать накоп-
ленный в настоящее время опыт и создать на 
его основе оригинальный алгоритм для их 
расчета. 

В основе концептуальной математиче-
ской модели непрерывного прокатного стана 
лежит концептуальная модель очага дефор-
мации при продольной прокатке листовой за-
готовки. Определяющими параметрами этой 
модели для i -й клети непрерывного стана яв-
ляются: толщина 0h , ширина 0b , длина 0l , 
температура 0t  полосы на входе в очаг дефор-
мации, среднее сопротивление металла пла-
стической деформации s , скорость вращения 
валков вv , диаметр валков вD , начальный за-
зор между валками вh , коэффициент жестко-
сти клети кс , теплоемкость c и плотность   
металла полосы, степень черноты поверхности 
металла  , температура окружающей среды сt , 
коэффициент теплопроводности в  и кинема-
тический  коэффициент  вязкости  в  воздуха,  

productivity. And the existing methods and approaches are ineffective, because they contain a large number 
of assumptions and simplifications. On the other hand, modern plate-rolling machines are expensive and 
high-performance, which significantly increases the cost of errors in working with them. In this situation, 
it seems very promising to create digital twins, which would allow a more detailed study of the technologi-
cal process, effectively train personnel, and exclude the adoption of inefficient or potentially dangerous 
technical solutions. This article solves the problem of creating a simulation mathematical model of 
the process of hot rolling of a sheet on a continuous mill. Based on the proven approaches, a kinematically 
possible velocity field in the billet metal is constructed, and the thermal problem is solved. The application 
of the power balance equation makes it possible to determine the critical angles in each of the stands, and, 
depending on the initial data, to determine either the interstand tensions for a given speed mode, or the roll 
revolutions in each stand for a given tension mode. When determining the power of the forces acting in 
the mill, the processes of hardening-softening of the sheet metal are taken into account. The data obtained 
as a result of numerical experiments are consistent with the known experimental dependencies, and qualita-
tively correctly reflect the physical essence of the processes occurring in the mill. The development of this 
model made it possible to lay the foundation for further construction of a digital twin of a continuous sheet 
rolling mill. 
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коэффициент теплопередачи между полосой и рабочими валками в , температура рабочих вал-
ков вt , коэффициент выхода тепла  . К параметрам отклика относятся: толщина 1h , ширина 1b ,
длина 1l  и температура 1t  полосы на выходе из очага деформации; усилие, действующее на валки 
P; крутящий момент M; продольное усилие, возникающее в полосе на входе 0T  и выходе 1T  из 
очага деформации. В соответствии с этим концептуальная модель очага деформации может быть 
записана в виде системы уравнений:  
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Для выбора уравнений, входящих в систему (1), необходимо решить три основные задачи: 
описать формоизменение металла, описать изменение температуры и связанное с ней изменение 
свойств металла в процессе прокатки, рассчитать энергосиловые параметры.  

При решении задачи формоизменения в качестве зависимости 
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описывающей изменение толщины листа, примем уравнение Головина – Симса [1] 
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к
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Формулу для определения конечной ширины полосы принимаем в виде  
1 0 ,b b                          (3) 

где   – коэффициент уширения. 
В настоящее время известны различные эвристические формулы для расчета уширения при 

прокатке полос, при редуцировании труб, при волочении через ролики. Все они содержат пара-
метры, учитывающие влияние на уширение коэффициента трения, температуры металла, особен-
ности геометрии очага деформации. Определить выражения функций, описывающих влияние 
этих коэффициентов аналитическим путем, можно только для простейших случаев. Поэтому, как 
правило, подобные выражения определяют эмпирическим путем.  

С другой стороны, в настоящее время появились достаточно доступные коммерческие про-
граммные продукты для расчета напряженно-деформированного состояния металла при пласти-
ческой деформации, реализующие метод конечных элементов. Эти продукты имеют широкую 
область применения и позволяют заменять физический эксперимент на вычислительный. Поэто-
му уравнение для расчета коэффициента уширения определялось по результатам компьютерного 
моделирования с использованием программного продукта Qform. 

Уравнение для определения конечной длины полосы определяется из условия постоянства 
объема, в соответствии с которым 
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Математическая модель температурных режимов [3] при прокатке в непрерывной группе 
клетей учитывает потери температуры в межклетевом промежутке за счет излучения тепловой 
энергии и конвективного теплообмена с окружающей средой и изменение температуры в очаге 
деформации за счет потери в результате контактного теплообмена с рабочими валками и разогре-
ва полосы за счет энергии пластического формоизменения. 
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Температура полосы на выходе из i-й клети непрерывной группы определяется следующим 
образом: 

   
   

4 4
0 0 0 0 c в

0 c1
0 0 0 1 в 0 1

2 273 273 1,321
100 100i i

h b l C t tt t t t
c t h b v b v

                                          
 

   
 0 1 0 1 0 1в

0 в c
1 1 1 0

.
b b R h h h ht t p

v h b h

           
 

             (5) 

При описании функции  0 0 0 0 в в в к с в в в в, , , , , , , , , , , , , , , , ,s s sh b l t v D h c c t t           необ-
ходимо учитывать особенности горячей непрерывной прокатки полос, а именно то, что при про-
хождении металлом промежутка между клетями происходит его разупрочнение, которое может 
быть неполным. Учесть это позволяет методика, представленная в работе [9] и взятая за основу в 
разработанной математической модели.  

 

 
Рис. 1. Характер изменения сопротивления металла  

пластической деформации в i-й клети прокатного стана 
Fig. 1. The nature of the change in the resistance of the metal  

to plastic deformation in the i-th stand of the rolling mill 
 

 
Рис. 2. Динамика изменения сопротивления металла  

пластической деформации при непрерывной прокатке 
Fig. 2. Dynamics of change in the resistance of the metal  

to plastic deformation during continuous rolling 
 
Рассмотрим с этой точки зрения процесс деформации в отдельной i-й клети стана (рис. 1). 

В процессе прокатки в общем случае протекают процессы деформационного упрочнения и дина-
мической рекристаллизации. Их наложение дает конечное значение сопротивления металла пла-
стической деформации. В соответствии с этим результирующее значение сопротивления металла 
пластической деформации на выходе из i-й клети стана будет равно (рис. 2): 
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Величина 10s , согласно рис. 2, будет равна 
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где Δ i  – время нахождения металла между (i – 1)-й и i-й клетями. 
Время нахождения металла в i-й клети будет равно 
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Время нахождения металла между (i – 1)-й и i-й клетями определяется следующим образом: 
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где ܮ௜ – расстояние между (i – 1)-й и i-й клетями. 
При вычислении энергосиловых параметров в соответствующие формулы предлагается под-

ставлять среднее по очагу сопротивление металла пластической деформации, т. е. 
 1

c .
2

sis i
si

  
                     (10) 

Зависимость для определения усилия прокатки 

          в в в1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , ,i i i i ii i i i s iP P h b l t v D h        

получим из условия равновесия сил, действующих в очаге деформации (рис. 3).  
 

 
Рис. 3. Схема действия сил в очаге деформации 

Fig. 3. Scheme of the action of forces in the deformation zone 
 

 
0 0 0

к0 к1 к 10 2 cos 2 cos 2 sin 0.
2 2 2

T S S P S T  
                        (11) 

Сила контактного трения определяется из уравнения 
,i i sif                        (12) 

где f – коэффициент трения. 
Коэффициент трения может быть определён либо экспериментально, либо по известным за-

висимостям, например, представленным в работе [10]. 
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Для определения величины ix , которую необходимо знать для определения площадей зоны 
отставания 0кS  и зоны опережения 1кS , используем уравнение баланса мощностей. Для этого
прежде всего построим поле скоростей в очаге деформации. В настоящее время известны раз-
личные подходы к построению кинематически возможного поля скоростей при прокатке [11–13]. 
В данной работе предлагается наиболее современный вариант построения поля скоростей, в ос-
нову которого положена реальная форма контактной поверхности с учетом гипотез плоских се-
чений и прямых вертикалей. Результат построения имеет вид: 

2 2
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в 2 2 2
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1 1
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x x
h x h x

R l R lx l xv v
h hR l x

 
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     

    (13) 
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                   (15) 

Построенное поле скоростей позволяет определить компоненты вектора скорости и тензора 
скоростей деформации с точностью до координаты нейтрального сечения x , т. е. координаты 
нейтрального сечения. 

Величина x , как было отмечено выше, определяется из уравнения баланса мощностей 

п вн 0,N N                      (16) 
где пN  – сумма мощностей всех поверхностных сил; 

внN  – сумма мощностей всех внутренних сил. 
В соответствии с постановкой задачи к мощности внутренних сил относится только мощ-

ность формоизменения фN . Для ее расчета используется среднее по очагу деформации сопротив-
ление металла пластической деформации, рассчитываемое по формуле (10). 

К мощностям поверхностных сил относятся: 
 мощность на поверхности входа в очаг деформации, создаваемая задним продольным уси-

лием в полосе и затрачиваемая на скачкообразное изменение направления вектора скорости при 
входе в очаг деформации п0N ; 

 мощность на поверхности выхода из очага деформации, создаваемая передним продольным 
усилием в полосе п1 N ; 

 мощность контактных напряжений кN . 
Поскольку на контактной поверхности имеется две зоны с противонаправленным скольже-

нием (см. рис. 3), мощность контактного напряжения представим в виде 
к 0 1,N N N                       (17) 
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где 0N   – мощность напряжений трения в зоне отставания; 

1N  – мощность напряжений трения в зоне опережения. 
Таким образом, уравнение баланса мощности для отдельно взятой клети имеет вид 

0 1 ф п0 п1 0.N N N N N                      (18) 

Необходимо отметить, что координата нейтрального сечения x  при этом будет определена с 
точностью до значений заднего 0  и переднего 1  растягивающих напряжений. Определить эти 
напряжения, рассматривая только одну клеть непрерывного прокатного стана, невозможно, так 
как количество неизвестных при этом будет превышать количество уравнений. 

Чтобы замкнуть полученную систему уравнений, рассмотрим непрерывный прокатный стан 
как систему, структурными составляющими которой являются отдельные клети. Для описания 
функционирования этой системы также воспользуемся энергетическим подходом. С этой целью 
запишем уравнения баланса мощностей для всех клетей n -клетевого непрерывного стана в виде 
системы уравнений: 
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             (19) 

Поскольку в соответствии с условиями равновесия участка полосы, находящегося между 
клетями, мощность сил переднего натяжения на выходе из предыдущей клети равна по величине 
и обратна по знаку мощности сил заднего натяжения на входе в последующую клеть, имеем 

   1
п1 п0 .i iN N                       (20) 

Просуммируем правые и левые части системы уравнений (19) с учетом уравнения (20) и от-
сутствием, как правило, продольных усилий в полосе на входе и выходе из стана. В результате 
получим  

      0 1 ф
1

0.
n

i i i

i
N N N 


                    (21) 

Полученные уравнения содержат n  величин неизвестных координат нейтрального сечения 
для каждой клети  ix , входящих в составляющие суммарного баланса мощностей  

0
iN  и  

1
iN . 

Для того чтобы свести число неизвестных в уравнении (21) до одного, воспользуемся понятием 
секундного объема. Секундный объем секV  можно связать с координатой  ix  следующим образом: 

            
сек в 1 .1 cos cosii i i i iV v b h R      

                 (22) 

Поскольку величина секV  для всего непрерывного прокатного стана одинакова, с помощью 

уравнения (22) можно для каждой клети определить величину  
 

 

i
i

i

x

R
   при заданном скорост-

ном режиме непрерывного прокатного стана, режиме деформаций и конструктивными размерами 
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технологического инструмента (валков). То есть
в полученном выражении имеем следующие 
известные величины: радиус рабочих валков 
i -й клети  iR , толщина полосы на выходе из 
i -й клети  

1
ih , окружная скорость вращения 

валков  
в
iv . В качестве ширины полосы 

i -й клети должна подставляться ширина п
лосы в нейтральном сечении 
разом, получили функцию 

      сек, ,i i ix x C V     

где  iС  – коэффициент, содержащий извес
ные для i -й клети величины. 

После подстановки величин 
женных через секV , в уравнение баланса мо
ностей для всего непрерывного стана получ
ем уравнение относительно одной неизвес
ной секV , которое можно решить численным 
методом. 

После определения значения 

деляется значение  ix  для каждой клети. 
Подставив его в уравнение баланса мощности 
первой клети, учитывая, что 

Рис. 4. Интерфейс программы на языке С++
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технологического инструмента (валков). То есть 
в полученном выражении имеем следующие 
известные величины: радиус рабочих валков 

, толщина полосы на выходе из 

, окружная скорость вращения 

. В качестве ширины полосы  ib  в 
й клети должна подставляться ширина по-

лосы в нейтральном сечении  ib . Таким об-

    (23) 

коэффициент, содержащий извест-

После подстановки величин  ix , выра-
, в уравнение баланса мощ-

ностей для всего непрерывного стана получа-
ем уравнение относительно одной неизвест-

, которое можно решить численным 

После определения значения секV  опре-

для каждой клети. 
Подставив его в уравнение баланса мощности 
первой клети, учитывая, что  1

0 0  , можно 

определить  1
1 . Далее, поскольку 

определяем напряжение переднего натяжения 
для второй клети  2

1 . Аналогично шаг за 
шагом определяются напряжения от продол
ных сил во всех участках по
ся между клетями непрерывного стана.

Представленная математическая модель 
реализована в виде двух программных пр
дуктов. Первый программный продукт реал
зован в среде Google Colab
второй – на языке C++ (рис. 4). Программа на 
языке C++ позволяет рассчитывать до
тей непрерывного стана. 

Создание двух программных продуктов 
связано с решением двух задач. Программа на 
языке Python предназначена в основном для 
обучения студентов, поскольку является бе
платной и для работы с ней нет необходим
сти в установке специального программного 
обеспечения и в больших вычислительных 
мощностях.  

Создание программного продукта на яз
ке C++ ориентировано в большей степени на 
промышленные предприятия, поскольку и
пользование облачных технологий для них не 
всегда возможно как по техническим прич
нам, так и по соображениям безопасности.

Рис. 4. Интерфейс программы на языке С++ 
Fig. 4. Program interface in C++ 
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. Далее, поскольку    1 2
1 0   , 

определяем напряжение переднего натяжения 
2 . Аналогично шаг за 

шагом определяются напряжения от продоль-
ных сил во всех участках полосы, находящих-
ся между клетями непрерывного стана. 

Представленная математическая модель 
реализована в виде двух программных про-
дуктов. Первый программный продукт реали-

Colab на языке Python, 
++ (рис. 4). Программа на 

++ позволяет рассчитывать до 8 кле-
 

Создание двух программных продуктов 
связано с решением двух задач. Программа на 

предназначена в основном для 
обучения студентов, поскольку является бес-

латной и для работы с ней нет необходимо-
сти в установке специального программного 
обеспечения и в больших вычислительных 

Создание программного продукта на язы-
++ ориентировано в большей степени на 

промышленные предприятия, поскольку ис-
вание облачных технологий для них не 

всегда возможно как по техническим причи-
нам, так и по соображениям безопасности. 
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Код программы разбит на логические 
блоки, реализованные в виде подпрограмм. 
Это позволяет варьировать наборы исходных 
и определяемых величин в зависимости от 
решаемой задачи. В частности, возможно оп-
ределение межклетевых натяжений при задан-
ном скоростном режиме работы стана или же 
нахождение скоростей вращения валков, обес-
печивающих требуемый режим натяжений.  
В дальнейшем такая структура позволит отно-
сительно легко модифицировать существующие 
и встраивать в программу новые модули, в том 
числе элементы искусственного интеллекта. 

Решение уравнений энергетического ба-
ланса осуществляется методом Брента [14], 
который обладает высокой точностью и не 
требует вычисления производной. Для нахож-
дения значений интегралов использован ме-
тод Симпсона. Координаты критического се-
чения находятся с точностью до одной деся-

той длины очага деформации, поскольку в 
ходе отладки программы было установлено, 
что дальнейшее увеличение точности опреде-
ления положения критического сечения не 
оказывает значимого влияния на результат. В 
частности, изменение координаты критиче-
ского сечения на величину 0,01 длины очага 
деформации вызывает изменение частоты 
вращения валка не более чем на 0,001 с–1. 

В ходе проверки разработанной програм-
мы было показано, что результаты расчёта 
соответствуют известным зависимостям и ка-
чественно верно отражают взаимосвязь раз-
личных параметров процесса прокатки. Были 
рассчитаны продольные напряжения в полосе 
для заданных значений скорости вращения 
валков (рис. 5). Распределение коэффициента 
вытяжки по стану в этом случае приведено на 
рис. 6. Расчет по полученным зависимостям 
(рис. 7) показал, что создание натяжений в 

 
Рис. 5. Распределение межклетевых натяжений по стану в процентах  

от величины сопротивления металла пластической деформации 
Fig. 5. Distribution of interstand tensions in the mill as a percentage  

of the resistance of the metal to plastic deformation 
 

 
Рис. 6. Режим обжатий 

Fig. 6. Compression mode 
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рассматриваемом примере достигается тор-
можением первых 4 клетей и небольшим ус-
корением 5-й клети. Хотя такое изменение 
скоростного режима стана по сравнению со 
случаем свободной прокатки выглядит прав-
доподобным, необходимо его подтверждение 
посредством компьютерного и/или физиче-
ского моделирования. 

 
Выводы 
В результате выполненной работы разра-

ботаны: 

1) оригинальная математическая модель 
технологического процесса горячей непре-
рывной прокатки полос, учитывающая осо-
бенности взаимодействия клетей стана через 
деформируемую полосу; 

2) программный продукт, обеспечиваю-
щий расчет технологических параметров про-
цесса непрерывной прокатки. 

Таким образом, создан расчетный инст-
румент, позволяющий определять влияние 
настроек непрерывного прокатного стана на 
технологические параметры. 
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