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Зарождение при фазовых превращениях в 
твёрдом состоянии часто происходит на границах 
зёрен. В классической работе [1] Дж. Кан подроб-
но рассмотрел кинетику фазового превращения в 
условиях, когда зарождение новой фазы происхо-
дит на гранях, рёбрах или в вершинах зёрен, полу-
чил общие уравнения, описывающие изменение 
доли образующейся фазы со временем, и опреде-
лил условия предпочтительной реализации тех или 
иных мест зарождения. Эти результаты подробно 
описаны также в монографии Дж. Кристиана [2]. 
Во всех случаях теория Кана предсказывает явле-
ние, которое он назвал исчерпанием (saturation) 
мест зарождения: доля оставшихся непревращён-
ными границ (граней, рёбер, вершин) зёрен со 
временем убывает быстрее, чем доля непревра-
щённого объёма, и процесс зарождения практиче-
ски прекращается ещё до того, как превращение 
завершится; после этого оно развивается лишь за 
счёт роста уже существующих частиц новой фазы.  

Кинетика изотермического фазового превра-
щения обычно описывается уравнением Аврами  

( )1 exp n
Vf Kt= − − ,        (1) 

где fV – доля превращённого объёма; t – время;  
K и n – коэффициенты. Для определения этих ко-

эффициентов экспериментальную кривую ( )f t  

перестраивают в двойных логарифмических коор-
динатах ( )ln ln(1 )Vf− −  – ln t , в которых уравне-

ние (1) превращается в уравнение прямой с накло-
ном n: 

( )ln ln(1 ) ln lnVf n t K− − = + .      (2) 

Если скорости зарождения и роста частиц посто-
янны, то исчерпание мест зарождения по Дж. Кану 
проявляется в постепенном уменьшении наклона 
кривой превращения в этих координатах от 4n =  
до 1n = , 2 или 3 соответственно для зарождения 
на гранях, рёбрах или в вершинах зёрен.  

Типичный пример такого поведения наблю-
дался в работах [3, 4] для γ→α-превращения в 
сплавах Fe – 9 % Cr. Так, для сплава, содержавшего 
0,04 % C, кинетические кривые в двойных лога-
рифмических координатах обнаруживали отчётли-
вый излом со сменой наклона от 3,5 4,0n =   до 

1,0 1,1n =   (рис. 1). В микроструктуре уже на 
ранних стадиях отчётливо наблюдалось формиро-
вание сетки из плоских кристаллов феррита вдоль 
границ аустенитных зёрен, от которой в дальней-
шем происходил рост вглубь зёрен с сохранением 
плоской формы фронта или в виде видманштетто-
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вых пластин [4]. Момент, когда по микрострук-
турным наблюдениям завершалось формирование 
сетки, соответствовал моменту смены наклона 
кривых ( )ln ln(1 )Vf− −  – ln t  при соответствую-

щей температуре [4].  
 

0 2 4 6 8 10
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2
 810
 780
 740
 710
 680
 650
 585
 570

ln
(–

ln
(1

–f
V
 ))

ln t  [с]  

Рис. 1. Кинетические кривые превращения аустенит → 
феррит в сплаве Fe – 9,24 % Cr – 0,04 % C, перестроен-
ные в двойном логарифмическом масштабе [3, 4] 

 
Внешне эти результаты точно соответствуют 

теории Кана. Однако в работе [1] он в действи-
тельности рассматривал несколько иную ситуа-
цию, считая, что зародившиеся на границах части-
цы новой фазы растут с одинаковой скоростью во 
всех направлениях, сохраняя до момента столкно-
вения друг с другом сферическую форму.  

Поэтому проведём повторное рассмотрение 
кинетики превращения в условиях исчерпания 
мест зарождения, основываясь на эксперименталь-
но наблюдавшихся в [4] особенностях морфологии 
роста частиц. Будем считать, что зарождение час-
тиц новой фазы происходит на гранях зёрен, после 
чего они начинают расти в плоскости грани в двух 
направлениях с постоянными скоростями x yω = ω  

(рис. 2). Если число зародышей, образующихся на 
единице площади грани зерна в единицу времени 
IS также постоянно, то согласно уравнению 
А.Н. Колмогорова [2], доля площади границы, где 
превращение уже прошло, будет увеличиваться со 
временем по закону  

2 2

0

1 exp ( )
t

S S xf I d t
 

= − − τ ⋅ πω − τ =  
 
  

2 31 exp
3 S xI t
π = − − ω 

 
,        (3) 

где произведение SI dτ  отражает число частиц, 

зародившихся в промежуток времени от τ до 

dτ + τ , а 2 2( )x tπω − τ  – площадь, занимаемую каж-

дой из этих частиц к моменту t.  
Введём, следуя [1], безразмерный параметр 
DS

V
η = , где D, S и V – средний поперечник, пло-

щадь поверхности и объём зерна; для шара и куба 
6η = , для кубооктаэдра Кельвина 6,70η = . Далее 

будем считать, что от тех участков границы, кото-
рые претерпели превращение, начинается рост 
вглубь зерна (по нормали к границе) со скоростью 

zω . Прирост превращённой площади граней в 

единице объёма за промежуток dτ τ + τ  равен 

S
S

t

df
df d

D D dt =τ

η η= τ =  

2 2 2 3exp
3S x S xI I d

D

η π = − π ω τ − ω τ τ 
 

,     (4) 

и к моменту t фронт превращения успеет пройти 
от этих участков вглубь зерна расстояние 

( )z tω − τ . Тогда доля превращённого объёма  

0

1 exp ( )
t

V S zf df t
D

τ=

τ=

 η= − − ⋅ω − τ =  
 
  

( )( ){ 3 31 exp 1 expS S St t= − −β α − −α −
 

3 34
,

3 S t
 − γ α   

,         (5) 

где 
1 3

2

3S S xI
π α = ω 

 
, z

S
SD

ωηβ =
α

, а ( , )a xγ =  

1

0

x
y ae y dy− −=   – неполная гамма-функция [5].  

Имеются работы, показывающие, что зарож-
дение феррита происходит не равномерно по всей 
площади границ аустенитных зёрен, а преимуще-
ственно в их вершинах [6]. В таком случае во всех 

ωxωx

ωzωz

 
Рис. 2. Модель частицы, зарождающейся на границе и растущей  
в плоскости границы и вглубь зерна с различными скоростями 
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приведённых выше выражениях следует заменить 

скорость зарождения IS на N
N

I
S

, где IN
 N – число 

зародышей, образующихся во всех N вершинах 
зерна за единицу времени; при этом для идеальной 
полиэдрической структуры среднее значение 
N ≈ 22,79 [7]. Средний плоский угол у вершины 
грани ϑ ≈ 1,911 рад [7], а поскольку зародившаяся 
частица начнёт расти со скоростью ωx в плоско-
стях трёх сходящихся в вершине граней и со ско-
ростью ωz вглубь зерна, то ωx, в свою очередь, 

следует заменить на 3 0,912
2 x x
ϑ ω ≈ ω
π

. Коэффи-

циент αS в уравнении (5) будет тогда иметь вид 
1 3 1 32

2 23 1
19,87

4S N x N x
N D

I I
S V

   ϑα = ω ≈ ω    π η  
.  

Заметим, что выражение (5) отличается от то-
го, которое получается в теории Кана [1] потому, 
что в нашей модели форма продолженного объёма 
каждой частицы новой фазы представляет собой 
не шар с радиусом ( )tω − τ , а конус с радиусом ос-

нования ( )x tω − τ  и высотой ( )z tω − τ  (см. рис. 2). 

Кан находил продолженный объём каждой части-
цы путём интегрирования от нуля до ( )tω − τ  ве-

личины zS dz , где Sz – площадь сечения частицы 

плоскостью, проведённой параллельно границе на 
расстоянии z от неё. Однако даже при одинаковых 
скоростях роста x y zω = ω = ω = ω  для сфериче-

ской частицы 2 2 2( )zS t z = π ω − τ −  , а для кони-

ческой [ ]2
( )zS t z= π ω − τ − . Расчёт fV по методу [1] 

с использованием второго выражения даёт резуль-
тат, совпадающий с (5).  

При малых временах ( 1 St << α ) можно ис-

пользовать разложения 3 3 3 3exp( ) 1S St t−α ≈ − α  и 

3 3 4 44 3
,

3 4S St t
 γ α ≈ α 
 

 [5], поэтому вместо (5) получим  

4 41
1 exp

4V S Sf t
 ≈ − − β α = 
 

 

2 41 exp
12 S x zI t

D

π η = − − ω ω 
 

.     (6а) 

Напротив, при 1 St >> α  имеем 3 3exp( ) 0S t−α ≈  и 

( ) ( )3 34 3, 4 3 0,8930S tγ α ≈ Γ ≈ , поэтому  

( )1 exp 1 expV S S zf t t
D

η ≈ − −β α = − − ω 
 

.  (6б) 

Таким образом, график функции (5) в двойных 
логарифмических координатах должен плавно ме-
нять свой наклон от 4 до 1, как и в теории Кана, а 
выражения (6а) и (6б) являются его асимптотами 
(рис. 3). Можно считать, что выражение (5) анало-
гично уравнению Аврами (1), но с переменными 
коэффициентами n и K, причём текущее значение 
n равно 

ln( ln(1 ))

ln
Vd f

n
d t

− −
= =  

( )
( )

1
3 3

3 3

4 3,
1

1 exp( )

S

S S

t

t t

−
 γ α
 = −
 α − −α 

.      (7) 

График функции показан на рис. 4 в сравнении с 
аналогичной зависимостью согласно теории Ка-
на [1].  

Исчерпание зарождения происходит в мо-
мент, когда доля превращённых границ зёрен fS 
становится достаточно большой. Из (3) и (5) мож-
но найти связь долей превращения на границе и в 
объёме:  

( )31
1 exp 1 exp( )

3V S S Sf
 = − − β ϕ − −ϕ − 

 

34
,

3 S
 − γ ϕ   

,         (8) 
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Рис. 3. График функции (5) в двойном логарифмиче-
ском масштабе 

Рис. 4. Зависимость показателя n от времени согласно 
нашему анализу [формула (7)] и по Дж. Кану [1] 
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где ( )1 3
ln(1 )S Sfϕ = − − . Удобно принять, что мо-

мент исчерпания зарождения соответствует излому 
экспериментального графика ( )ln ln(1 )Vf− −  – ln t  

(как на рис. 1) или точке пересечения асимптот. 
Приравнивая (6а) и (6б), найдём положение этой 
точки:  

* 1
ln ln 4 ln 0,4621 ln

3 S St = − α ≈ − α ;    (9а) 

* 1
ln( ln(1 )) ln 4 ln

3V Sf− − = + β ≈  

0, 4621 ln S≈ + β .       (9б) 

Сопоставляя (8) и (9б), найдём, что точке излома 

соответствует * 2, 4804Sϕ ≈  и * 71 2,4 10Sf
−≈ − ⋅ . Ве-

личина же объёмной доли превращения в этот мо-
мент определяется βS – соотношением скоростей 
развития превращения на границе и в объёме со-
гласно (9б).  

Выражения (9) позволяют найти коэффициен-
ты αS и βS, если известны точки излома кинетиче-
ских кривых в двойных логарифмических коорди-
натах (как на рис. 1). Как было показано в [3], об-
щая энергия активации превращения на ранних и 
поздних стадиях, когда зарождение происходит и 
когда оно практически прекратилось, не зависит от 
температуры, что, по-видимому, свидетельствует о 
малости работы образования критического заро-
дыша. В таком случае температурные зависимости 
скоростей зарождения и роста практически совпа-
дают. Поэтому, следуя [3], можно записать  

1 3
2

3S S xI
π α = ω = 

 
 

s 1
1 exp

G G U
C

RT RT

Δ − Δ  = − 
 

,          (10а) 

где R – газовая постоянная; U1 – энергия актива-
ции; C1 – константа. Величины ΔG и ΔGs пред-
ставляют собой разности свободных энергий γ- и 

α-фаз соответственно при данной температуре T и 
при температуре Ts, являющейся верхней асимпто-
той С-образной кривой (которая несколько смеще-
на относительно равновесной температуры T0, где 

0GΔ = ; слагаемое ΔGs отражает затраты свобод-
ной энергии на формирование межфазной поверх-
ности, а также упругих напряжений и дислокаций 
в α-фазе [8]); как и в [3], мы далее будем рассчи-
тывать ΔG и ΔGs по данным работ [9, 10]. Для ско-
рости роста в объём зерна ωz значения энергии 
активации U2 и константы C2 могут иметь иные 
значения, чем для процессов зарождения и роста 
на границе, поэтому коэффициент  

s 2
2

1
expz

S
S S

G G U
C

D RT RT

Δ − Δωη  β = = − = α α 
 

2 2 1

1

exp
C U U

C RT

− = − 
 

.           (10б) 

Логарифмируя (10а) и (10б), получаем  

s 1
1

1
ln ln lnS

G G U
C

RT R T

Δ − Δ
α − = − ;        (11а) 

( ) 2 1
2 1

1
ln ln lnS

U U
C C

R T

−
β = − − .        (11б) 

Следовательно, если найти точки излома на графи-
ках экспериментальных зависимостей ( )ln ln(1 )Vf− −  

от ln t , определить по формулам (9) значения αS и 

βS, а затем отложить sln lnS
G G

RT

Δ − Δ
α −  и ln Sβ  

как функции обратной температуры, то мы долж-
ны получить прямые, коэффициенты уравнений 
которых позволят найти величины как энергий 
активации U1, U2, так и констант C1, C2.  

Такие графики для трёх сплавов Fe – 9 % Cr  
с 0,007; 0,04 и 0,09 % C, изученных в работе [3], 
приведены на рис. 5, а найденные значения пара-
метров – в таблице. Обратим внимание, что 
U1 = (0,7…0,8)U2. Соотношение энергий активации 
зернограничной и объёмной диффузии Qгз и Qоб 
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Рис. 5. Определение кинетических параметров превращения по моментам  
исчерпания мест зарождения (на основе экспериментальных данных [3]) 
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близко к этому и обычно составляет 0,4–0,6. В част-
ности, для самодиффузии в γ-железе Qгз =

 160, а 
Qоб =

 284 кДж/моль [11], то есть Qгз =
 0,56·Qоб; для 

диффузии хрома в γ-железе Qгз =
 209 или 238, а 

Qоб =
 409 кДж/моль [12], то есть Qгз =

 (0,51…0,58)Qоб.  
Значения U1 и U2 увеличиваются с ростом со-

держания углерода. Если значения для сплавов с 
0,007 и 0,04 % C сопоставимы с энергией актива-
ции самодиффузии в железе, то при 0,09 % C они 
приближаются к энергии активации диффузии 
хрома.  

В той же таблице для сравнения приведены 
значения энергий активации U0,05 и U0,50, опреде-
лённые в [3] по температурной зависимости вре-
мени достижения степеней распада fV = 0,05 и 0,50. 
Видно, что полученные из нашего анализа значе-
ния энергии активации U2 очень близки к U0,50: так 
как при fV = 0,50 практически идёт только рост 
феррита от границ к центру аустенитных зёрен со 
скоростью ωz. В то же время U1 заметно меньше, 
чем U0,05; поскольку до исчерпания мест зарожде-
ния превращение развивается как за счёт зарожде-
ния и роста на границах, так и за счёт роста в объ-
ём зерна, то общая энергия активации превраще-
ния должна иметь значение, промежуточное меж-
ду U1 и U2.  

Найденные значения параметров позволяют 
рассчитать полную диаграмму изотермического 
распада аустенита: либо по точной формуле (5), 
либо приближённо на основе формул (6а) и (6б): 

( )

4 4 1 3 1

1 3 1

1
1 exp при 4 ;

4

1 exp при 4

S S S
V

S S S

t t
f

t t

−

−

  − − β α ≤ α   = 
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 (12а) 
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1 4
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f
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
− −

α β


≤ − − β
= 
 − − α β
 > − − β

         (12б) 

Такая диаграмма для сплава с 0,04 % C при значе-
ниях параметров из таблицы приведена на рис. 6. 
Видно, что она хорошо совпадает с эксперимен-
тальной во всём диапазоне температур и долей 
превращения.  

550

600

650

700

750

800

850

1 10 102 103 104 105

       f = 
 0,01
 0,05
 0,25
 0,50
 0,90
 0,99

t, с

T
, °

C

 
Рис. 6. Сравнение экспериментальной [3] диаграм-
мы превращения аустенит → феррит в сплаве  
Fe – 9,24 % Cr – 0,04 % C с рассчитанной по формуле (12б) 
 

Таким образом, разработанная теория не 
только лучше соответствует наблюдавшимся мик-
роструктурным особенностям аустенит-ферритного 
превращения в сплавах Fe – 9 % Cr, но и позволяет 
раздельно определить кинетические параметры 
зарождения и роста на границе и в объёме зерна и 
даёт возможность при помощи единой формулы 
описать полную диаграмму распада аустенита в 
условиях исчерпания мест зарождения на границах 
зёрен исходной фазы.  

 
Работа выполнена в рамках ФЦП «Научные и 

научно-педагогические кадры инновационной Рос-
сии».  
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