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Введение 
Вариационные методы решения некоторых фи-

зических задач были известны еще в XIX веке [1], 
но они не использовались как теоретические мето-
ды определения параметров процессов обработки 
материалов давлением. Классическим теоретиче-
ским методом определения силового взаимодейст-
вия рабочего инструмента и материала при его 
обработке давлением до середины ХХ века был 
метод, основанный на решении дифференциаль-
ных уравнений равновесия (1) совместно с геомет-
рическими и физическими уравнениями [2] 

σ, = 0.           (1) 
Этот метод успешно используется и в настоя-

щее время при решении частных плоских и осе-
симметричных задач по определению в основном 
контактных силовых условий, не учитывающих 
влияния на процесс массовых сил и сил инерции. 

В 50-х годах прошлого века уровень развития 
таких процессов обработки давлением как ковка, 
штамповка, прокатка, прессование, волочение и 
другие потребовал создания новых теоретических 
методов решения объемных задач, позволяющих 
определять не только энергосиловые и кинемати-
ческие параметры процессов, но и деформации и 
напряжения в обрабатываемых телах. 

Создателем таких новых теоретических ва-
риационных методов в теории обработки металлов 
давлением, по утверждению всемирно известного 
ученого члена-корреспондента АН РФ В.Л. Кол-
могорова [3], является А.А. Поздеев. В 1955 г.,  
в то время доцент кафедры ОМД Уральского по-
литехнического института, после изучения из-
вестных исследований по вариационным методам 
(не связанных с решением задач теории ОМД) оте-
чественных ученых: А.А. Ильюшина [4], Л.И. Кача-
нова [5], А.А. Маркова [6], зарубежных ученых:  
В. Прагера и Ф.Г. Ходжа [7], Р. Хилла [8] А.А. Поз-
деев впервые применил принцип изменений де-
формированного состояния (обобщение принци-
пов Лагранжа и Журдена) для определения пара-
метров формоизменения при пластической обра-
ботке металлов. Вариационное уравнение А.А. Поз-

деев записал как разницу вариаций работы внут-
ренних и внешних сил при деформации в виде 
функционала [9].  

Решение задачи сводится к отысканию таких 
функций деформаций и перемещений, которые 
сообщали бы функционалу (2) минимальное зна-
чение.  

τ௦ ∫ δГ݀ݒ −    

− ∫ ௫ݑδݔ) + ௬ݑδݕ  + ݏ݀(௭ݑδݖ = 0ௌ ,    (2) 
где τ௦ – предел текучести на сдвиг; V – объем оча-
га деформации; Г – интенсивность деформаций;  
S – поверхность контакта инструмента с деформи-
руемым телом; ݔ , ݕ    – проекции векторов силݖ ,
на координатные оси; ݑ௫, ,௬ݑ  ௭ – компонентыݑ
перемещений. 

Кроме А.А. Поздеева в создании и развитии 
вариационных методов решения задач теории ОМД 
принимали активное участие такие ученые как  
В.Л. Колмогоров, О.А. Ганаго и другие соавторы 
первой монографии по вариационным методам 
расчета усилий и деформаций [10]. Наиболее су-
щественный вклад в развитие вариационных мето-
дов теории ОМД внес В.Л. Колмогоров, написав-
ший ряд монографий [11–13] и учебник [14, 15].  

Метод исследования уплотнения порошков,  
основанный на контактной теории 
Первую теоретическую зависимость плотно-

сти порошкового материала от приложенных уси-
лий компактирования еще в середине ХХ в. полу-
чил известный русский ученый М.Ю. Бальшин в 
виде [16] 

lg p = m lg ρത + lg ୫ୟ୶,        (3) 
где р – усилие компактирования; m – фактор ком-
пактирования; ρത – относительная плотность прес-
совки; ୫ୟ୶ – усилие, необходимое для получения 
100 % плотности прессовки. 

Эта зависимость была получена на основе из-
вестной контактной теории взаимодействия порош-
ковых материалов как дискретных сред. Активный 
приверженец этой контактной теории Г.М. Ждано-
вич в своей монографии по теории прессования 
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металлических порошков [17] считает, что части-
цы порошка представляют собой обособленные 
физические тела, подчиняющиеся при взаимодей-
ствии законам статистической механики. На этой 
основе Г.М. Жданович получил зависимость уси-
лия компактирования р от относительной плотно-
сти прессовки ρത и от относительной насыпной 
плотности ρതн 

р = ୫ୟ୶
ρതି ρതн



ଵିρതн
 ,         (4) 

где n – фактор формования. 
Авторы статьи на основе результатов, прове-

денных ими промышленных исследований по 
компактированию порошков молибдена марки МЧ 
и вольфрама марки ВЧ, выполнили проверку зави-
симостей (3) и (4) в диапазоне удельных усилий 
компактирования от 200 до 500 МПа. Проверка 
показала, что зависимость М.Ю. Бальшина доста-
точно точно описывает процесс холодного компак-
тирования штабиков из порошков молибдена сече-
нием 1818 мм и длиной 600 мм в диапазоне уси-
лий от 200 до 315 МПа и штабиков из порошков 
вольфрама сечением 1313 мм и длиной 500 мм  
в диапазоне усилий от 387 до 500 МПа. Установлено 
также, что зависимость Г.М. Ждановича дает зани-
женные почти в два раза значения плотности при 
заданных значениях усилий компактирования [18]. 

Вариационные функционалы  
для исследования уплотнения  
порошковых заготовок и порошков 
В 80-е годы прошлого века уже были извест-

ны вариационные функционалы, использовавшие-
ся для исследования кинематических условий про-
цесса горячего доуплотнения пористых сжимае-
мых порошковых заготовок. 

Так, в работе [19] записан вариационный 
функционал, предназначенный для определения 
поля скоростей сжимаемого пористого материала с 
жесткопластическими свойствами, в виде 

∫ (ܶδܪ + σδξ) − ∫ ݏ݀ݒδ = 0ௌ ,     (5) 

где Т – интенсивность касательных напряжений;  
Н – интенсивность скоростей деформации сдвига; 
ξ – скорость относительного изменения объема;  
 ; – компоненты скоростей теченияݒ  – компо-
ненты напряжений на контакте. 

Аналогичный функционал записан японскими 
учеными в работе [20]. В работе [21] этот функ-
ционал учитывает разрывы кинематически воз-
можных полей скоростей. Следует отметить, что 
процесс доштамповки в работах [19–21] основан 
на условии пластичности пористых материалов, 
предложенном японскими учеными Шима и Оянэ 
[22], но не привязан к форме изделия. 

Процесс доштамповки порошковых цилинд-
рических заготовок учеными Украины [23] описан 
вариационным функционалом, основанным на 
условии пластичности Грина [24]. 

В 90-е годы одним из соавторов статьи  
Л.А. Барковым совместно с В.Э. Кузнецовым был 
получен для исследования характера уплотнения 
порошков на принципе виртуальных перемещений 
вариационный функционал вида [25]  

(′ݑ)ܬ = ∫ ቂ∫ ܶ(ρ, Λ)݀Λ +ஃ′
ஃషభ

�
   

+ �∫ σ(ߩ, ε)݀εக′
கషభ

ቃ ݒ݀ −  

− ∫ த݂ݑ′த݀ݏ௦ೞ
,          (6) 

где Т, σ – интенсивность касательных напряжений 
и среднее напряжение; Λ′, Λ, ε′, ε – степени сдви-
говой и объемной деформации на виртуальных и 
действительных полях перемещений; த݂,  – தݑ
удельная сила трения и перемещения порошка по 
боковой поверхности матрицы SS (рис. 1). 

Алгоритм решения задачи по уплотнению  
порошков и результаты решения  
Рассмотрим задачи по уплотнению порошков 

вольфрама, молибдена, порошковых композиций 
типа WC + Co в процессе холодного односторон-
него компактирования в жесткой разборной мат-
рице (рис. 2) пресс-формы [26]. 

  
Рис. 1. Схема компактирования порошка 
в матрице прямоугольного сечения 

Рис. 2. Одноместная разборная пресс-форма для прессования 
штабиков из порошков вольфрама 
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Матрица пресс-формы, как видно из рис. 2, 
включает основание (не показано), две боковины 1, 
две торцевые пластины 2, шпильки 3 и упругие 
элементы 4. Пресс-форма устанавливается на стол 
специализированного гидравлического пресса с 
горизонтальным и вертикальным плунжерами [27]. 
Пред засыпкой порошка в полость 5 пресс-формы 
она зажимается усилием Рг горизонтального плун-
жера, затем усилием вертикального плунжера прес-
са на пуансон пресс-формы выполняется компакти-
рование прямоугольного или квадратного штабика. 
Например, штабика из порошка вольфрама марки 
ВЧ сечением 1313 мм и длиной 500 мм при при-
ложении удельного усилия, равного 500 МПа. 

При решении поставленной задачи по иссле-
дованию уплотнения вариационным методом при-
няты следующие допущения: прессуемый поро-
шок представляет собой квазисплошное, уплот-
няемое, квазиизотропное тело; массовые силы и 
силы инерции при скорости пуансона пресс-формы 
в 2,5 мм/с незначительны; тензоры напряжений σij 
и деформаций εij в очаге компактирования коакси-
альны; силы трения действуют только на боковых 
поверхностях матрицы (см. рис. 1) и описываются 
законом трения Зибеля; на поверхностях контакта 
пуансона с порошком и порошка с основанием 
матрицы имеет место полное прилипание; объем-
ной вязкостью порошка в связи с очень низкой 
скоростью перемещения пуансона пресс-формы 
пренебрегаем. Указанные допущения позволяют 
при решении задачи по уплотнению порошка ис-
пользовать вариационный принцип возможных 
перемещений и функционал в виде записи (6).  

Задаваемое поле перемещений должно удов-
летворять граничным условиям, определяемым 
формой и геометрическими параметрами очага 
деформации. Например, для компактирования 
штабиков из порошков тугоплавких металлов, 
главным образом из порошков вольфрама и мо-
либдена, а также получения изделий из порошков 
твердых сплавов часто используются пресс-формы 
с матрицами квадратного или прямоугольного се-
чения и пуансоны с плоской рабочей поверхно-
стью Sf (см. рис. 1). В этом случае граничные ус-
ловия будут иметь вид 

௭|௭ୀݑ� = 0, ௭|௭ୀݑ� = −∆ℎ, ௫|௫ୀ,௫ୀ±୪ݑ� = 0,
௬หݑ�

௬ୀ,௬ୀ±ୠ
= 0, ௫|௭ୀ,௭ୀݑ � = 0,                      

௬หݑ�
௭ୀ,௭ୀ

= 0,                                                       
 (7) 

где ∆h, h – обжатие порошка и текущая высота 
компакта; b – ширина компакта; l – длина компакта. 

Минимизация функционала (6) выполняется с 
помощью прямых вариационных методов. На пер-
воначальной стадии расчета, когда поле переме-
щений имеет много неопределенностей, наиболее 
целесообразно использовать метод Эйлера. Как 
известно, метод Эйлера представляет собой пря-
мой вариационно-разностный метод, особенно-
стью которого является использование для мини-
мизации функционала функций, графическое изо-

бражение которых похоже на ломаные линии [14]. 
Существенным недостатком этого метода является 
большое количество варьируемых параметров, что 
делает метод малопроизводительным. Однако 
предварительные расчеты по методу Эйлера по-
зволяют получить информацию о характере поля 
перемещений. Для конкретного примера по схеме 
компактирования, показанной на рис. 1, миними-
зация функционала (6) по методу Эйлера позволи-
ла получить функции перемещений в виде 

௭ݑ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

0,                                                               
при 0 ≤ ݖ ≤ ܽଵ;                                    

−ܽ ቂ ௭ିభ
రିభ

ቃ
మ

మାଵ
,                                    

при ܽଵ < ݖ ≤ ܽସ;                                  

(−∆ℎ − ܽ) ቂ1 − ௭ିర
ିయିర

ቃ
ఱ

మାଵ
− ∆ℎ,

при ܽସ < ݖ ≤ ℎ − ܽଷ;                           
−∆ℎ,                                                          
при ℎ − ܽଷ < ݖ ≤ ℎ.                            

�   (8) 

При решении задачи по методу Эйлера на-
сыпку порошка в матрице пресс-формы разбивали 
по высоте на 100 плоских сечений. Величину пе-
ремещений ݑ௭ и степеней объемной деформации 
 ௭ в каждом сечении задавали в видеߝ

௭ݑ = 0, ௭ݑ   = ݔ , ௭ଵݑ   = −∆ℎ,  
ε௭ = ௨శభି௨

௭శభି௭
,         (9) 

где i изменяется от 1 до 100; ݔ – варьируемый па-
раметр; ݖ – координата i-го сечения. 

Имея семейство функций перемещений в ви-
де (8), полученных по методу Эйлера, часть из 
которых представляет собой сплайны четырех 
функций: двух степенных и двух линейных. Далее 
выполняем минимизацию функционала (6) по ме-
тоду Ритца. Следует отметить, что в точках стыка 
функций совпадают не только значения функций, 
но и значения их первых производных. Семейство 
функций имеет пять независимых параметров: 
ܽଵ, ܽଶ,ܽଷ, ܽସ и ܽହ. Шестой параметр определяется из 
условия равенства производных в точке стыка сте-
пенных функций: 

ܽ = ∆ℎ ൫ఱ
మାଵ൯(రିభ)

(ିయିర)൫మ
మାଵ൯ା(రିభ)(ఱ

మାଵ)
.   (10) 

Решение задачи по прямому вариационному 
методу Ритца позволяет определить действитель-
ное поле перемещений частиц уплотняемой среды 
при заданном шаге движения инструмента. По 
найденному полю перемещений определяются 
степени сдвиговой и объемной деформации в каж-
дой точке компакта. Из условия неразрывности 
деформации с учетом связи деформаций и пере-
мещений находится функция распределения плот-
ности по очагу деформации  

ρ = ρ exp ε,        (11) 
где ρ  – плотность насыпки порошка. 

Таким образом, на основе функционала (6), 
граничных условий (7) и функций перемещений 
(8) были разработаны математическая модель и 
алгоритм реализации процесса холодного компак-
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тирования из порошков штабиков из тугоплавких 
металлов и заготовок твердосплавного инструмен-
та в прямоугольной или квадратной матрице. При 
реализации математической модели использова-
лись гипотезы плоских сечений и прямых вертика-
лей, функции Т = Т(ρ0, Λ), σ = σ(ρ0, ε), найденные 
из экспериментов, имели степенной характер. 

Рассмотрим результаты реализации модели на 
примере холодного компактирования из порошка 
вольфрама марки ВА штабиков сечением h1  b1 =  
= 20  20 мм и длиной 500 мм. Высота засыпки 
порошка h0 равнялась 40,2 мм, разовое обжатие  
∆hi = 0,01h0, ρ0 = 4,15 т/м3, коэффициент трения  
f = 0,01. 

На рис. 3 приведено поле перемещений для 
разных шагов деформации, а на рис. 4 – поле от-
носительной плотности для этих же шагов дефор-
мации. 

 
Исследование выполнено в рамках ФЦП «Ис-

следования и разработки по приоритетным направ-
лениям развития научно-технологического комплек-
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Рис. 3. Зависимость перемещений от шагов дефор-
мации: 1 – один шаг, 2 – пять шагов, 3 – одиннадцать 
шагов 

Рис. 4. Зависимость относительной плотности от ша-
гов деформации: 1 – один шаг, 2 – пять шагов,  
3 – одиннадцать шагов 
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The paper presents an analysis of the known variational methods applied to solving the prob-
lems of powders’ densification and offers a variant of variational functional whose application  
is considered for the investigation of the compaction of powder composition based of tungsten 
carbide. 
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