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Аннотация. Введение. В условиях повышения требований к качеству и экономичности нагрева 
металла перед прокаткой задача создания и совершенствования математического обеспечения авто-
матизированных систем управления технологическими процессами (АСУ ТП) нагревательных печей 
является вполне актуальной. Цель исследования: установить конкретику реализации упоминаемого 
в литературе параболического подхода к описанию температурных полей заготовок при нагреве в 
методических печах. Материалы и методы. Проведен физико-математический и численный анализ 
вопроса о том, насколько метод парабол удовлетворяет общеизвестному математическому описанию 
процесса нагрева, ядром которого, как это хорошо известно, является уравнение теплопроводности. 
Результаты. Получено обыкновенное дифференциальное уравнение для определения искомых па-
раметров параболы. Приведено общее решение этого уравнения и его конкретизация для случая по-
стоянной температуры рабочего пространства печи. Предложен способ отыскания начального усло-
вия для полученного решения. Проведены вычислительные эксперименты, позволяющие оценить 
приемлемость рассматриваемого подхода для расчета температурных полей заготовок. Показано, 
что при использовании метода парабол наибольшая погрешность в определении температуры имеет 
место для центра и поверхности сляба, при этом погрешности расчета среднемассовой температуры 
практически нет. Заключение. Результаты работы могут быть использованы при разработке и со-
вершенствовании алгоритмического обеспечения АСУ ТП методических печей. 
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Abstract. Introduction. In the conditions of increasing requirements for the quality and efficiency of 

metal heating before rolling, the task of creating and improving the mathematical support of automated 
process control systems (APCS) for heating furnaces is quite relevant. Purpose of the study. To establish 
the specifics of the implementation of the parabolic approach mentioned in the literature to the description 
of the temperature fields of billets during heating in continuous furnaces. Materials and methods. A physical,
mathematical and numerical analysis was carried out of the question of how much the parabola method sa-
tisfies the well-known mathematical description of the heating process, the core of which, as is well known, 
is the heat conductivity equation. Results. An ordinary differential equation for determining the desired 
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Введение 
Известно, что еще в 50-х годах прошлого 

столетия М.А. Био предложил мгновенное 
распределение температуры по пространст-
венным координатам в массивном теле пред-
ставлять с помощью параболы [1]. Привлека-
тельность такого подхода объясняется тем, 
что параболу можно однозначно характеризо-
вать «…небольшим числом параметров…»  
[2, с. 352], что значимо упрощает описание 
температурного поля и весьма существенно 
уменьшает необходимый для его хранения 
объем памяти компьютера. С этой же целью – 
с целью сокращения необходимого объема 
памяти компьютера – в работе [3] применя-
лась аппроксимация температурного поля 
слябов при нагреве в методических печах 
многочленами второго и четвертого порядков 
по координате ݔ – толщине нагреваемой заго-
товки. Для этого начало координат выбира-
лось в точке с нулевым тепловым потоком, 
что и позволяло исключить в аппроксими-
рующем многочлене наличие нечетных сте-
пеней координаты ݔ и тем самым уменьшить 
количество подлежащих определению его ко-
эффициентов. 

Обоснованность такого подхода аргумен-
тируется также и тем, что, как это указано в 
работе [4, с. 157], «…из решений уравнения 
теплопроводности … известно, что при по-
стоянной скорости нагрева и постоянном теп-
ловом потоке с наступлением так называемо-
го регулярного режима распределение тем-
ператур по сечению пластины подчиняется 
параболическому закону». Здесь вполне уме-
стно заметить, что, как это отмечено в работе 
[5, с. 159], «…многолетний опыт работы раз-
личных научно-исследовательских учрежде-
ний показывает, что метод регулярного режи-
ма является эффективным средством решения 
инженерных задач». 

К месту также заметим, что о наличии па-
раболической составляющей в решении зада-
чи нагрева пластины в печах в свое время ука-
зывал еще Г.П. Иванцов в работе [6, с. 59–60]. 

Известны также и другие работы, в кото-
рых температурные поля в телах достаточно 
успешно аппроксимируются степенными 
многочленами не выше 3-го порядка [7–9].  

 
Постановка задачи 
Таким образом, метод парабол достаточ-

но привлекателен при решении задачи рас-
четного контроля температуры нагреваемых 
заготовок в системах управления, работаю-
щих в режиме реального времени. Поэтому 
существенно важными являются вопросы о 
том, как конкретно в этом случае следует 
вычислять параметры аппроксимирующей 
параболы, насколько предлагаемое описание 
температурного поля соответствует общеиз-
вестному математическому представлению 
процесса, в какой мере оно приемлемо, в том 
числе и для целей использования в составе 
математического обеспечения автоматизиро-
ванных систем управления технологически-
ми процессами (АСУ ТП). Поэтому далее 
рассмотрим особенности применения этого 
метода. 

 
Общее решение задачи 
Как это хорошо известно [10–15], нагрев 

слябов в методических печах можно предста-
вить с помощью математической модели сле-
дующей структуры:  

ܿтρ డ௧(௫,த)
డத

= డ
డ௫

ቀλ డ௧(௫,த)
డ௫

ቁ , 0 < ݔ < ,ܮ τ > 0;  (1) 

,ݔ)ݐ 0) = ,(ݔ)଴ݐ 0 ≤ ݔ ≤  (2)       ;ܮ
డ௧(଴,த)

డ௫
= 0, τ > 0;          (3) 

λ డ௧(௅,த)
డ௫

= α[ݐп(τ) − ,ܮ)ݐ τ)], τ > 0.     (4) 

parameters of the parabola is obtained. A general solution to this equation and its specification for 
the case of a constant temperature of the furnace working space are given. A method for finding the initial 
condition for the obtained solution is proposed. Computational experiments were carried out to assess 
the acceptability of the approach under consideration for calculating the temperature fields of billets. It is 
shown that when using the parabola method, the greatest error in determining the temperature occurs for 
the center and surface of the slab, while there is practically no error in calculating the average mass tempe-
rature. Conclusion. The results of the work can be used in the development and improvement of algorith-
mic support for automated process control systems for continuous furnaces. 

Keywords: metal heating, automated control system, parabola method, model features, satisfaction of 
initial condition, temperature distribution over the cross-section of the workpiece, calculation error, average 
mass temperature 
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Здесь ܿт, ρ и λ – соответственно теплоемкость единицы массы, плотность и коэффициент тепло-
проводности, зависящие в общем случае от температуры ݔ)ݐ, τ); ݔ – пространственная координата;
τ – время; ܮ – расчетное сечение заготовки; ݐ଴(ݔ) – заданная функция, описывающая начальное 
температурное поле металла; α – коэффициент теплоотдачи; ݐп(τ) – температура рабочего про-
странства печи. 

Предположим, что нестационарное температурное поле слябов удовлетворительно описыва-
ется следующей параболой: 

,ݔ)ݐ τ) = ܽ(τ) + ܾ(τ)ݔ + ܿ(τ)ݔଶ.                  (5) 
Здесь ܽ(τ), ܾ(τ), ܿ(τ) – параметры (коэффициенты) параболы, которые подлежат определению в 
процессе решения задачи моделирования. 

Рассмотрим один из вариантов определения этих коэффициентов. Для этого подчиним непо-
средственно соотношение (5) уравнениям модели (1)–(4), тогда будем иметь: 

ܿтρ ቂௗ௔(த)
ௗத

+ ݔ ௗ௕(த)
ௗத

+ ଶݔ ௗ௖(த)
ௗத

ቃ = λ ∙ 2ܿ(τ), 0 < ݔ < ,ܮ τ > 0;            (6) 

ܽ(0) + ݔ(0)ܾ + ଶݔ(0)ܿ = ,(ݔ)଴ݐ 0 ≤ ݔ ≤  (7)               ;ܮ

ܾ(τ) = 0, τ > 0;                      (8) 

λ[ܾ(τ) + 2ܿ(τ)ܮ] = α[ݐп(τ) − ܽ(τ) − ܾ(τ)ܮ − ܿ(τ)ܮଶ], τ > 0.           (9) 

Если учесть, что из соотношения (8) следует, что ܾ(τ) = 0, то данная система уравнений
сократится и перепишется следующим образом: 

ܿтρ ቂௗ௔(த)
ௗத

+ ଶݔ ௗ௖(த)
ௗத

ቃ = λ ∙ 2ܿ(τ), 0 < ݔ < ,ܮ τ > 0;            (10) 

ܽ(0) + ଶݔ(0)ܿ = ,(ݔ)଴ݐ 0 ≤ ݔ ≤  (11)               ;ܮ

ܮ(τ)2ܿߣ = α[ݐп(τ) − ܽ(τ) − ܿ(τ)ܮଶ], τ > 0.             (12) 
При этом из соотношения (12) следует, что  

ܽ(τ) = п(τ)ݐ − ቀଶ஛௅
஑

+ ଶቁܮ ܿ(τ).                (13) 

Поэтому, подставив данное выражение в (10), получим следующее обыкновенное линейное 
дифференциальное уравнение относительно ܿ(τ): 

ܿтρ ቄௗ௧п(த)
ௗఛ

+ ቂݔଶ − ቀଶ஛௅
஑

+ ଶቁቃܮ ௗ௖(த)
ௗத

ቅ = λ ∙ 2ܿ(τ),            (14) 
или 

ௗ௖(த)
ௗத

+ ଶ஛
௖т஡

/ ቂቀଶ஛௅
஑

+ ଶቁܮ − ଶቃݔ ܿ(τ) = 1/ ቂቀଶ஛௅
஑

+ ଶቁܮ − ଶቃݔ ௗ௧п(த)
ௗத

.         (15) 

Известно [16], что общее решение данного уравнения может быть представлено в следую-
щем виде: 

ܿ(τ) = ଵ
[(ଶ஛௅/஑ା௅మ)ି௫మ] ∫ exp ቊ

మಓ
೎тಙ

ቂቀమಓಽ
ಉ ା௅మቁି௫మቃ

(ξ − τ)ቋ ௗ௧п(ஞ)
ௗத

݀ξ +  

+const ∙ exp ቄ− ଶ஛/(௖т஡)
[(ଶ஛௅/஑ା௅మ)ି௫మ] τቅ.                (16) 

Поэтому для коэффициента ܽ(τ) можно записать 

ܽ(τ) = п(τ)ݐ − ቀଶ஛௅
஑

+ ଶቁܮ ቊ ଵ

ቂቀమಓಽ
ಉ ା௅మቁି௫మቃ

� ∫ exp ቊ
మಓ

೎тಙ

ቂቀమಓಽ
ಉ ା௅మቁି௫మቃ

(ξ − τ)ቋ ௗ௧п(ஞ)
ௗத

݀ξ +  

+const ∙ �exp ቊ−
మಓ

೎тಙ

ቂቀమಓಽ
ಉ ା௅మቁି௫మቃ

τቋቋ.                (17) 

Таким образом, с помощью соотношений (16) и (17) можно определить искомые числовые 
значения коэффициентов параболы для любого закона изменения температуры печи во времени. 
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Анализ и конкретизация решения для случая постоянной температуры печи 
При постоянной во времени температуре печи ݐп(τ) =   пп получаем, чтоݐ

ܿ(τ) = const ∙ exp ቄ− ଶ஛/(௖т஡)
[(ଶ஛௅/஑ା௅మ)ି௫మ] τቅ,              (18) 

тогда 
ܽ(τ) = ппݐ − ቀଶ஛௅

஑
+ ଶቁܮ const ∙ exp ቄ− ଶ஛/(௖т஡)

[(ଶ஛௅/஑ା௅మ)ି௫మ] τቅ.          (19) 

Из данных формул следует, что limఛ→ஶ ܿ(τ) = 0, а limఛ→ஶ ܽ(τ) =  пп, это вполне согласуетсяݐ
с физическими представлениями о процессе нагрева.  

Из вышеприведенных уравнений следует, что числовые значения коэффициентов параболы 
зависят не только от времени, но и от координаты ݔ, следовательно, в действительности распре-
деление температуры по толщине заготовки более сложное, чем парабола. Поэтому необходимо 
признать, что кусочно-полиномиальная аппроксимация температурного поля, используемая в 
работах [7–9], является более точной. К месту заметим, что в работе [6, с. 59] отмечено следую-
щее: «…общее решение уравнения Фурье представляет собой полином степени ݊». 

Как это следует из вышеприведенных формул, для дальнейшей конкретизации решения за-
дачи необходимо как-то, исходя из начального условия, определять числовое значение const. 
При этом следует иметь в виду, что само решение задачи предполагает только параболическое 
начальное распределение температуры, что не всегда соответствует действительности. Таким 
образом, самим подходом к решению задачи моделирования закладывается ошибка в аппрокси-
мации реального начального температурного поля. Однако и такой подход может быть оправдан 
тем, что с увеличением времени процесса, с наступлением так называемого регулярного режима 
нагрева влияние начального температурного поля заметно ослабевает [5]. Более того, «…теория 
регулярного режима позволяет в некоторых случаях проводить приближённые расчёты нестацио-
нарных температурных полей … когда принимается, что температурное поле тела или системы тел 
входит в стадию регулярного режима с самого начала рассматриваемого процесса» [5, с. 149]. 

Из уравнений (18) и (19) следует, что расчетное начальное температурное поле ݐр
଴(ݔ) будет 

иметь вид: 
рݐ

଴(ݔ) = ппݐ − ቀଶ஛௅
஑

+ ଶቁܮ const + const ∙  ଶ.             (20)ݔ

Вполне понятно, что в общем случае оно не может быть равно реальному распределению 
температуры в заготовке в начале нагрева ݐр

଴(ݔ) ≠ -т. е. соотношение (11) при таком подхо ,(ݔ)଴ݐ
де может быть выполнено только приближенно. Поэтому для определения const воспользуемся 
таким понятием, как «важнейшие температуры в теле» [17], а именно понятием «среднемассовая 
температура», и будем считать, что в начале нагрева должны быть равны только средемассовые 
температуры (расчетная ݐр

଴ и реальная ݐ଴). Исходя из этого, получаем следующее уравнение для 
определения константы: 

const = ௧ппି௧బ

మಓಽ
ಉ ାమ

య௅మ
.                    (21) 

Поэтому конкретное выражение для начального температурного поля при данном подходе к 
моделированию процесса нагрева будет иметь вид: 

рݐ
଴(ݔ) = ппݐ − ቀଶ஛௅

஑
+ ଶቁܮ ∙ ௧ппି௧బ

మಓಽ
ಉ ାమ

య௅మ
+ ௧ппି௧బ

మಓಽ
ಉ ାమ

య௅మ
∙  ଶ.             (22)ݔ

Заметим, что при таком подходе, каким бы ни было реальное начальное распределение тем-
пературы в заготовке, расчетное распределение всегда будет именно таким, как это указано в 
формуле (22).  

Таким образом, при рассматриваемом подходе к моделированию нестационарное темпера-
турное поле заготовки при постоянной температуре печи будет описываться следующим доста-
точно простым уравнением: 

,ݔ)ݐ τ) = ппݐ + ௧ппି௧బ

మಓಽ
ഀ ାమ

య௅మ
∙ exp ቊ−

మಓ
೎тಙ

ቂቀమಓಽ
ಉ ା௅మቁି௫మቃ

τቋ ∙ ቀݔଶ − ଶ஛௅
஑

−  ଶቁ.         (23)ܮ



Металлургическая теплотехника и теплоэнергетика 
Metallurgical heat and power engineering 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Metallurgy. 
2025, vol. 25, no. 1, pp. 44–52 48 

Как это нетрудно заметить из (23), дан-
ный метод привлекателен не только по при-
чине небольшого числа характеризующих па-
раболу параметров, но и по причине простоты 
получающегося математического описания 
температурного поля (небольшого объема вы-
числительной работы), что достаточно важно 
для задачи расчетного контроля температуры 
нагреваемых заготовок. 
 

Вычислительные эксперименты 
На рис. 1 представлены результаты рас-

чета по данному соотношению (методу па-
рабол) температурного поля заготовки для 
некоторых моментов времени при  
ппݐ = 1300 ℃; ஛

ୡт஡
= 0,02 мమ

ч
ܮ ; = 0,1 м;  

λ = 40,705 Вт
м∙℃

;  α = 407,05 Вт
мమ∙℃

଴ݐ ; = 20 ℃. 
На рис. 2–4 приведены кривые распреде-

ления температуры в заготовке, вычисленные 
по методу парабол и по классическому (точ-
ному) методу Фурье для случая равномерно-
го начального температурного поля в 20 ℃  
и соответственно для моментов времени 
τ = 0,5 ч, τ = 1,0 ч и τ = 1,5 ч. Здесь к месту 
необходимо подчеркнуть, что рассматривает-
ся наиболее неблагоприятный для данного 
подхода случай – случай равномерного на-

чального распределения температуры. Здесь 
во всех случаях звездочками помечены кри-
вые, рассчитанные по методу парабол. 

Как видно из рис. 2–4, наибольшее разли-
чие температур наблюдается для центра 
ݔ) = 0) и поверхности заготовки (ݔ = -при ,(ܮ
чем это различие уменьшается с увеличением 
времени нагрева. Поэтому можно заключить, 
что рассматриваемый подход к описанию 
процесса нагрева становится более точным по 
мере приближения регулярного режима на-
грева. При этом, однако, следует иметь в ви-
ду, что «…время регуляризации температур-
ного поля в теле зависит … и от начального 
распределения температур» [5, с. 155]. Отсю-
да следует заключить, что чем ближе началь-
ное распределение температуры будет к зало-
женному в предлагаемом методе, тем выше 
будет точность расчета уже с самых началь-
ных моментов времени. 

Многочисленные расчеты также показали, 
что различие среднемассовых температур, вы-
численных по точному методу Фурье и по ме-
тоду парабол, практически не существенно. 
Так, например, для случая на рис. 2 среднемас-
совая температура, вычисленная по методу па-
рабол, составляет 695,5 ℃, а по точному методу 
Фурье – 698,9 ℃.  Впрочем, несущественность  

 
Рис. 1. Распределение температуры в заготовке: нижняя кривая – при ૌ = ૙, ૞ ч;  

средняя – при ૌ = ૚, ૙ ч; верхняя – при при ૌ = ૚, ૞ ч 
Fig. 1. Temperature distribution in the workpiece: lower curve at ૌ = ૙, ૞ h;  

middle – at ૌ = ૚, ૙ h; upper – at ૌ = ૚, ૞ h 
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Рис. 2. Кривые распределения температуры в заготовке, вычисленные по методу парабол  

и по классическому методу Фурье для момента времени ૌ = ૙, ૞ ч 
Fig. 2. Temperature distribution curves in the workpiece, calculated using the parabola method  

and the classical Fourier method for the time moment ૌ = ૙, ૞ h 
 
 

 
Рис. 3. Кривые распределения температуры в заготовке, вычисленные по методу парабол  

и по классическому методу Фурье для момента времени ૌ = ૚, ૙ ч 
Fig. 3. Temperature distribution curves in the workpiece, calculated using the parabola method  

and the classical Fourier method for the time moment ૌ = ૚, ૙  h 
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различия расчетов среднемассовой темпера-
туры можно проследить и визуально по гра-
фикам рис. 2–4: площади под кривыми точно-
го и приближенного распределений темпера-
тур по сечению сляба практически одинако-
вы. Поэтому метод парабол без каких-либо 
опасений может рассматриваться как простой 
и достаточно точный метод расчета средне-
массовой температуры слябов, причем зачас-
тую и с самого начала процесса нагрева. Это 
значимо, так как для качественной прокатки 
металла, в первую очередь, важно общее теп-
лосодержание заготовки, выдаваемой из печи. 
Если при этом учесть, что с увеличением вре-
мени нагрева заметно уменьшается и погреш-
ность вычисления других температур заготов-
ки, то метод парабол вполне можно рекомен-
довать для использования в составе матема-

тического обеспечения систем управления, 
работающих в режиме реального времени. 

 
Выводы 
Метод парабол, несмотря на простоту ма-

тематического представления, позволяет прак-
тически без погрешности вычислять средне-
массовую температуру слябов и может быть 
применен для приближенного описания про-
цесса нагрева при разработке и реализации 
АСУ ТП методических печей. При этом сле-
дует отметить, что погрешность расчета про-
филя температур по сечению заготовки име-
ется и зависит от того, насколько начальное 
распределение температуры по сечению сляба 
отличается от параболического, эта погреш-
ность заметно уменьшается к концу процесса 
нагрева. 

 
Рис. 4. Кривые распределения температуры в заготовке, вычисленные по методу парабол  

и по классическому методу Фурье для момента времени ૌ = ૚, ૞ ч 
Fig. 4. Temperature distribution curves in the workpiece, calculated using the parabola method  

and the classical Fourier method for the time moment ૌ = ૚, ૞ h 
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