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Введение 
Осадка является одной из самых распро-

страненных операций заготовительного про-
изводства в машиностроении. По определе-
нию Е.И. Семенова, осадкой называют опера-
цию формоизменения, в процессе которой 
производится уменьшение высоты заготовки 
при увеличении площади поперечного сече-
ния [1].  

Осадку применяют, когда необходимо: 
увеличить поковку или участок её с попереч-
ным сечением большим, чем сечение заготов-
ки, уменьшить анизотропию механических 
свойств и улучшить их в осевом и поперечном 
направлении поковки. 

Данная операция имеет простую схему 
(рис. 1), что позволяет её реализовывать прак-
тически на всех видах кузнечно-прессового 
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Проведен обзор методов оценки напряженно-деформированного состояния при осадке 
цилиндрической заготовки, предложенных Л. Прандтлем, Г.Я. Гуном и В.Л. Колмогоровым. 
Проведено сравнение этих методов с результатами компьютерного моделирования в про-
граммном пакете DEFORM-3D и с результатами эксперимента. В качестве тестовой задачи 
использована задача осадки цилиндрической заготовки из свинца с отношением начальной 
высоты к диаметру 0,53. Осадка осуществлялась до величины относительной деформации по 
высоте 0,18. Установлено, что инженерные методы (Л. Прандтля, Г.Я. Гуна) позволяют полу-
чить нижнюю оценку усилия осадки. Метод В.Л. Колмогорова, относящийся к классу вариа-
ционных методов, и компьютерное моделирование в DEFORM-3D дают наиболее близкие к 
эксперименту результаты. Вместе с тем отмечено, что вариационные методы в чистом виде 
при постановке даже простой задачи обладают высокой трудоемкостью и не могут быть ис-
пользованы для решения практических задач на производстве. Компьютерное моделирование 
в DEFORM-3D позволяет за короткое время получить требуемые результаты, а благодаря ви-
зуализации процесса постановки задачи и её решения облегчается анализ процесса формоиз-
менения. Существенным недостатком компьютерного моделирования является высокая стои-
мость программного обеспечения. 
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Рис. 1. Принципиальная схема осадки: H0, D0 – начальные размеры  

заготовки; H1, D1 – размеры заготовки после осадки 
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оборудования. Схема осадки часто применяет-
ся для оценки напряженно-деформированного 
состояния, каким-либо методом, из-за удобст-
ва, простоты расчетов и возможности практи-
чески мгновенно провести эксперимент. 

 
Методы оценки напряженно- 
деформированного состояния при осадке 
Все расчёты и эксперименты проводились 

для цилиндрической заготовки: H0 = 42,2 мм, 
D0 = 79,5 мм, материал свинец, σs = 28 МПа. 

1. Способ Л. Прандтля [2] 
 

 
Рис. 2. Расчетная схема: ࢎ – начальная высота 

заготовки; ࢇ – ширина заготовки 
 

Схема решения представлена на рис. 2.  
В силу симметрии сечения относительно ко-
ординатных осей рассматривается лишь пер-
вый квадрант. Решение осуществляется с 
применением точных уравнений равновесия и 
условия пластичности Мизеса: 
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Опустив преобразования, получим систему: 
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где ߪ௫, ߪ௭ – главные напряжения; ߬௫௭ – каса-
тельное напряжение; x, z –координаты; k – 
максимальная величина касательных напря-
жений; С – свободный член.  

Таким образом, нормальное напряжение 
-௭ является линейной функцией от x и не заߪ
висит от z, а касательное ߬௫௭ представляет ли-
нейную функцию z и не зависит от x.  

Для получения на основе системы (1.3) 
решения, применимого на практике, исполь-
зуем только второе уравнение системы. Опус-
кая преобразования, получим 

௭ߪ = ௦ߪ−
∗ ቂ1 + ఓೞ(ିଶ௫)


ቃ,    (1.4) 

где ߪ௦
∗ – напряжение сдвига; ߤ௦ – фактор тре-

ния. 
Удельное усилие осадки определяется по 

формуле 
 = ௦ߪ

∗ ቂ1 + ఓೞ
ଶ

ቃ.      (1.5) 

2. Способ Г.Я. Гуна [3] 
 

 
Рис. 3. Расчетная схема решения Г.Я. Гуна: H, L, B – 
начальные размеры параллелепипеда; ഥ – нормаль- 
  ное давление; ࢍതതതത,  തതതത – нормальные напряженияࢍ

 
Схема нагружения представлена на рис. 3. 

Решим задачу обратным методом, для соот-
ветствия её общей тематике. Решение задачи 
осуществляется с применением: 

– условия идеальной пластичности Губе-
ра – Мизеса: 

ܶ = ටଵ
ଶ ܵ ܵ = ߬௦;     (2.1) 

– условия несжимаемости: 
ଵଵߦ + ଶଶߦ + ଷଷߦ = 0.     (2.2) 
Интенсивность скоростей деформации 

сдвига: 
ܪ = ඥ2ߦߦ.      (2.3) 
В дальнейшем используются безразмер-

ные величины: 
 = ̅

ఙೞ
;  ݃ଵ = భതതതത

ఙೞ
;  ݃ଶ = మതതതത

ఙೞ
.   (2.4) 

С учетом условия пластичности (2.1), вы-
ражений (2.4) и принимая, что материал сжи-
мается, получим 

 = − భାమ
ଶ

+ ට1 − ଷ
ସ

(݃ଵ − ݃ଶ)ଶ.  (2.5) 

Компоненты скорости линейно зависят от 
координат, поэтому величина ߦଷଷ определена 
скоростью движения плит: 
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ଷଷߦ = − ௩
య

,                    (2.6) 
где ݒ – скорость перемещения плит; ݈ଷ – размер, равный H/2.  

Обозначим ௩బ
య

= ଵଵߦ Пусть .̇ߝ =  тогда из условия несжимаемости (2.2) ,̇ߝܽ
ଶଶߦ = (1 −  (2.7)                   .̇ߝ(ܽ
Опуская преобразования, получим 

ܽ = ଵ
ଶ

1 + ଷ(భିమ)
ඥସିଷ(భିమ)మ൨.                 (2.8) 

Опуская преобразования, интегрирование и потенцирование компонентов скорости, получим 

ଵܤ = ܤ ቀ ு
ுభ

ቁ
ଶ

; ଵܮܤ  = ܮ ቀ ு
ுభ

ቁ
ଶ
,                (2.9) 

где B1, H1, L1 – конечные размеры параллелепипеда.  
3. Способ В.Л. Колмогорова [4] 
Способ расчета, предложенный В.Л. Колмогоровым, является вариационным методом, и по-

зволяет определять зависимость усилия прессования от перемещения верхней плиты, а так же 
изменение напряженно-деформированного состояния во времени. 
 

 
Рис. 4. Расчетная схема решения В.Л. Колмогорова: ࢎ – начальная 
высота заготовки; ઢࢎ – величина деформации; ࡼ – усилие  
                                              деформирования 

 
Схема решения задачи показана на рис. 4. Предположим, что материал параллелепипеда об-

ладает известными реономными свойствами, на контактной поверхности со штампом действует 
некоторый известный закон трения. Примем в следующем простейшем виде виртуальные пере-
мещения частиц в неподвижной декартовой системе координат, которые они могут получить при 
осадке параллелепипеда в момент времени t: 

(ଵ)ݑ = ܽଵݕଵ;  ݑ(ଶ) = ܾଵݕଶ;  ݑ(ଷ) =  ଷ,             (3.1)ݕܿ−
где ݕଵ, ݕଶ, ݕଷ – начальные координаты частиц в декартовой системе координат, которые примем 
в качестве лагранжевых координат; ܽଵ, ܾଵ – искомые неизвестные. 

Декартовы координаты частиц, получивших перемещение, в момент времени t будут: 
(ଵ)ݔ = ଵݕ + ܽଵݕଵ;  ݔ(ଶ) = ଶݕ + ܾଵݕଶ;  ݔ(ଷ) = ଷݕ −  ଷ.          (3.2)ݕܿ
Компоненты метрического тензора: 
݃ଵଵ = (1 + ܽଵ)ଶ ݃ଶଵ = 0 ݃ଷଵ = 0

݃ଵଶ = 0 ݃ଶଶ = (1 + ܾଵ)ଶ ݃ଷଶ = 0
݃ଵଷ = 0 ݃ଶଷ = 0 ݃ଷଷ = (1 − ܿ)ଶ

          (3.3) 

Вычислим скорости движения материальных частиц: 
ப௫(భ)

డ௧
= (ଵ)ߥ = ܽଵ̇ݕଵ;  ப௫(మ)

డ௧
= (ଶ)ߥ = ܾଵ̇ݕଶ;  ப௫(య)

డ௧
= (ଷ)ߥ =  ଷ.        (3.4)ݕ̇ܿ−

Преобразуем компоненты скорости из неподвижной системы координат в сопутствующую 
систему: 

ଵߥ  = ܽଵ̇(1 + ܽଵ)ݕଵ;  ߥଶ = ܾଵ̇(1 + ܾଵ)ݕଶ;  ߥଷ = −ܿ̇(1 −  ଷ.        (3.5)ݕ(ܿ
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Компоненты тензора скорости деформации: 
ଵଵߦ = ܽଵ̇(1 + ܽଵ) ଶଵߦ = 0 ଷଵߦ = 0

ଵଶߦ = 0 ଶଶߦ = ܾଵ̇(1 + ܾଵ) ଷଶߦ = 0
ଵଷߦ = 0 ଶଷߦ = 0 ଷଷߦ = −ܿ̇(1 − ܿ)

          (3.6) 

Удовлетворим условие несжимаемости: 
ଵଵ݃ଵଵߦ + ଶଶ݃ଶଶߦ + ଷଷ݃ଷଷߦ = 0.               (3.7) 
При помощи выражения (3.7) выразим один из неизвестных параметров: 

ܾଵ = (1 + ܾଵ) ቂ ̇
(ଵି)

− భ̇
(ଵିభ)

ቃ̇ .                (3.8) 

Интенсивность скорости деформации сдвига для несжимаемого материала: 

ܪ = 2ට భ
మ̇

(ଵାభ)ర − ̇భ̇
(ଵି)మ(ଵାభ)మ + మ̇

(ଵି)ర.              (3.9) 

Определим модуль вектора скольжения инструмента по металлу на контакте с верхним и 
нижним бойками: 

௦́ߥ = ට భ
మ̇௫బ

మ

(ଵାభ)ర + ௬బ
మ

(ଵି)మ(ଵାభ)మ ( ̇
(ଵି)మ − భ̇

(ଵାభ)మ)ଶ.               (3.10) 

Ковариантные компоненты ускорения в сопутствующей системе координат: 
ଵݓ = ܽଵ̈ݕଵ(1 + ܽଵ)ିଵ; ଶݓ  = ܾଵ̈ݕଶ(1 + ܾଵ)ିଵ; ଷݓ  = ଷ(1ݕ̈ܿ− − ܿ)ିଵ.           (3.11) 
Опустив «конструирование» простейшего виртуального поля напряжений и проинтегрировав 

результат с учетом граничных условий, получим: 

ଵଵߪ = ఘభ̈(௬భ)మ

ଶ(ଵାభ)మ − మ(௬భ)మ

బబ
ቂ1 − (௬భ)మ

ଶబ
మ ቃ; 

ଶଶߪ = ఘభ̈(௬మ)మ

ଶ(ଵାభ)మ − య(௬మ)మ

బబ
ቂ1 − (௬మ)మ

ଶబ
మ ቃ;                  (3.12) 

ଶଶߪ = ఘభ̈(௬య)మ

ଶ(ଵାభ)మ − ቂమబ
బ

ቀ1 − ଷ(௬భ)మ

బ
మ ቁ + యబ

బ
ቀ1 − ଷ(௬మ)మ

బ
మ ቁቃ ቀ௬య

బ
− 1ቁ ௬య

బ
+ ܽସ. 

Примем, что материал жестковязкопластичный, тогда 
(ܪ)ܶ = ߬௦ + (ܶ)ܪ ,ܪߤ = (ܶ − ߬௦)/(3.13)                  .ߤ 
Закон трения примем по Кулону: 

ఛ݂ = ݇ ௩݂.                        (3.14) 
Для рассматриваемого случая функционал вариационного принципа виртуальных скоростей 

и напряжений будет иметь следующий вид, с учетом выражений (3.13) и (3.14): 

ଵܬ = ∫ ቂ߬௦ܪሖ + ఓ(ுሖ )మ

ଶ
+ ( ሖ் )మ

ଶఓ
− ఛೞ ሖ்

ఓ
+ ప́ቃߥݓߩ ܸ݀ − ∫ ݂ሖ ௨ߥ) − ௦́)݀ܵௌೞߥ݇ .           (3.15) 

4. Компьютерное моделирование процесса осадки в DEFORM-3D 
Компьютерное моделирование и расчет усилия осадки проводился на суперкомпьютере 

«Скиф-Аврора». Программа пакет DEFORM-3D реализует метод конечных элементов.  
Параметры компьютерной модели: 
1. Количество конечных элементов – 51 000. 
2. Тип конечного элемента – тетраэдр.  
3. Скорость движения верхней плиты – 1 мм/с.  
4. Шаг расчета по времени – 0,1 с. 
5. Критерий остановки расчета – высота заготовки 34,5 мм. 
Начальное и конечное положение инструмента показано на рис. 5. 
График зависимости перемещения от усилия в программе DEFORM-3D представлен на 

рис. 6. 
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5. Натурный эксперимент
Эксперимент по осадке цилиндрической 

заготовки между плоскими бойками проведен 
на свинцовых заготовках с размерами: 
H0 = 42,2 мм, D0 = 79,5 мм. Заготовки осаж
вались до высоты Н = 34,5 мм. Процесс оса
ки реализован на прессе ПСУ-
усилия проводилось по отсчетным устройс
вам пресса. Погрешность измерения усилия 
составила ±2 %. Перевод первичных данных в 
тс осуществлялся по тарировочному графику. 
Полученное в эксперименте усилие осадки 
составило 6,9 ± 0,3 тс. 

 
Сравнение полученных результатов
Сравнение методов расчета параметров 

процесса осадки цилиндрической заготовки 
проведем по усилию прессования. Усилие 
осадки является важной характеристикой 
процесса и часто служит для выбора оборуд

а) 

Рис. 5. Схема проведения эксперимента на базе 
а – верхнее положение инструмента; б 

Рис. 6. График зависимости усилия осадки от перемещения 
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Натурный эксперимент 
Эксперимент по осадке цилиндрической 

заготовки между плоскими бойками проведен 
на свинцовых заготовках с размерами: 

мм. Заготовки осажи-
мм. Процесс осад-

-500. Измерение 
дилось по отсчетным устройст-

вам пресса. Погрешность измерения усилия 
%. Перевод первичных данных в 

тс осуществлялся по тарировочному графику. 
Полученное в эксперименте усилие осадки 

Сравнение полученных результатов 
внение методов расчета параметров 

процесса осадки цилиндрической заготовки 
проведем по усилию прессования. Усилие 
осадки является важной характеристикой 
процесса и часто служит для выбора оборудо-

вания. Так, усилия осадки, вычисленные с и
пользованием способов, предложенных Л. 
Прандтлем, Г.Я. Гуном и В.Л. Колмогоровым, 
полученные в результате компьютерного м
делирования, и экспериментальные данные 
представлены в таблице. 

Как видно из таблицы, расчеты усилия 
осадки методами Л. Прандтля и Г.Я. Гунна 
дают результаты значительно ниже экспер
ментальных значений. Это обусловлено тем, 
что данные способы не учитывают упрочн
ния заготовки, наличия в заготовке макро
микродефектов, трения между заготовкой и 
инструментом. 

Способ расчета В.Л. Колмогорова позв
ляет рассчитать напряженно
состояние более точно, чем методы Гуна и 
Прандтля. Это достигается использованием 
принципа виртуальных скоростей и перем
щений, а так же аккуратным заданием гр

а)                                                                    б) 

Рис. 5. Схема проведения эксперимента на базе DEFORM-3D: 
верхнее положение инструмента; б – нижнее положение инструмента
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вания. Так, усилия осадки, вычисленные с ис-
бов, предложенных Л. 

Прандтлем, Г.Я. Гуном и В.Л. Колмогоровым, 
полученные в результате компьютерного мо-
делирования, и экспериментальные данные 
представлены в таблице.  

Как видно из таблицы, расчеты усилия 
осадки методами Л. Прандтля и Г.Я. Гунна 

льтаты значительно ниже экспери-
ментальных значений. Это обусловлено тем, 
что данные способы не учитывают упрочне-
ния заготовки, наличия в заготовке макро- и 
микродефектов, трения между заготовкой и 

Способ расчета В.Л. Колмогорова позво-
считать напряженно-деформируемое 

состояние более точно, чем методы Гуна и 
Прандтля. Это достигается использованием 
принципа виртуальных скоростей и переме-
щений, а так же аккуратным заданием гра-
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ничных условий по трению. Следует отметить 
большую трудоемкость метода даже при по-
становке сравнительно простой задачи осадки. 

Моделирование процесса на базе про-
граммного комплекса DEFORM-3D дает зна-
чение усилия прессования близкие к экспери-
ментальным. Существенным преимуществом 
этого подхода является визуализация процес-
са постановки и решения задачи, а так же 
возможность получить необходимые данные 
за ограниченное время. Большим недостатком 
компьютерного моделирования является вы-
сокая стоимость программного обеспечения. 

 
Выводы 
Исторически первые методы оценки на-

пряжено-деформированного состояния и уси-
лия при осадке Л. Прандтля и Г.Я. Гуна не 
учитывают существенных факторов влияю-
щих на процесс формоизменения заготовки, 
но вместе с тем являются простыми и могут 
быть использованы для получения нижней 
оценки усилия осадки. 

Метод В.Л. Колмогорова позволяет учи-
тывать существенные факторы процесса, од-
нако в виду сложности постановки задачи не 
может быть использован на практике для по-
лучения быстрых оценок усилия осадки и на-
пряженно-деформированного состояния заго-

товки. Областью применения данного метода 
являются исследовательские задачи. Метод 
может быть положен в основу прикладного 
программного обеспечения. 

Компьютерное моделирование с приме-
нением программного пакета DEFORM-3D, 
позволяет учитывать существенные детали 
процесса формоизменения заготовки, облада-
ет приемлемой точностью и может успешно 
использоваться в инженерной практике для 
решения прикладных задач. Существенным 
недостатком является высокая стоимость про-
граммного пакета, начальная стоимость высо-
копроизводительного вычислительного обо-
рудования и стоимость его обслуживания.  
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5. Эксперимент 6,9 ± 0,3 0 2 ч 
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The paper reviews the methods of stress-strain state estimation in the upset of a cylindrical 
workpiece developed by L. Prandtl, G.Ya. Gun and V.L. Kolmogorov. These methods were com-
pared using numerical simulation by DEFORM-3D software and experiment. The test task was  
the upset of a cylindrical workpiece made of lead with the initial height to diameter ratio of 0.53. 
The final relative strain of the workpiece was 0.18. It was found that the engineering methods (those 
of L. Prandtl and G.Ya. Gun) allow to obtain the lower boundary of the upset forces. V.L. Kolmogo-
rov’s method belonging to the class of variational methods, and computer modeling in DEFORM-3D 
give the most close agreement to experimental results. At the same time it is to be noted that the va-
riational methods in pure form are highly labor-intensive in the pre-processing of even simple tasks 
and cannot be used to solve practical problems in industry. Computer modeling in DEFORM-3D al-
lows to get the desired results in a short time, and the process of forming analysis is facilitated by  
the visualization of the problem statement and its solution process. A significant drawback of com-
puter simulation is the high software cost. 

Keywords: upset; upset load; stress-strain state; estimation methods; numerical simulation; 
DEFORM-3D. 
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