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Рассматривается задача управления процессом продольных колебаний 

упругого однородного стержня постоянного сечения. Под стержнем понима-

ется тело, длина которого значительно превышает его поперечные разме-

ры. Стержень лежит на движущейся тележке, правый конец которого жест-

ко закреплен, а левый конец свободен. Трение между стержнем и поверхно-

стью тележки в рассматриваемой задаче отсутствует. При движении тележ-

ки стержень совершает вынужденные продольные колебания в неинерци-

альной системе отсчета связанной с тележкой. Управлением является уско-

рение тележки, величина которого ограничена. Границы ее допустимых 

значений заданы. Величина совокупности внешних сил, действующих на 

стержень, точно не известна, а заданы только её границы изменения. Цель 

процесса управления заключается в том, чтобы в заданный момент време-

ни среднее значение величины растяжения стержня находилось в заданном 

промежутке. Это среднее значение вычисляется с помощью заданной функ-

ции. 

Для решения поставленной задачи был применен метод оптимизации 

гарантированного результата. Был осуществлен переход к новой одномер-

ной переменной, с помощью которой рассматриваемая задача управления 

продольными колебаниями стержня была сведена к однотипной задаче 

управления при наличии помехи. Это позволило найти необходимые и дос-

таточные условия, при которых можно осуществить выполнение постав-

ленной цели при любой допустимой совокупности внешних сил, суммарная 

величина которых удовлетворяет заданным ограничениям. Предложен со-

ответствующий алгоритм построения закона изменения ускорения тележ-

ки. Разобран пример, наглядно показывающий, как строится управление 

тележкой, гарантирующее достижение поставленной цели.  

Ключевые слова: управление; упругий стержень; гарантированный резуль-

тат. 
 

Введение  
При изучении управляемых процессов колебания упругих систем возникают математические 

задачи управления гиперболическими уравнениями [1–5]. Так на практике встречаются задачи 

управления процессом транспортировки упругих балок, когда точное значение внешних сил не 

известно. При исследовании таких задач можно применить метод оптимизации гарантированного 

результата [6]. В основе этого метода лежит теория дифференциальных игр [7].  

В данной работе рассматривается задача, когда управлением является ограниченное по вели-

чине ускорение тележки, на которой лежит упругий стержень. Точное значение величины силы, 

действующей на стержень, не известно. Известны границы её изменения. Цель процесса управ-

ления заключается в том, чтобы в заданный момент времени среднее значение величины растя-

жения стержня находилось в заданном промежутке. Среднее значение вычисляется с помощью 

заданной функции. С помощью замены переменной задача сводится к однотипной задаче управ-

ления при наличии помехи. Для таких задач, рассматриваемых в рамках теории дифференциаль-

ных игр, построены оптимальные управления игроков [8]. 
 

Постановка задачи 

Рассмотрим тележку, на которой лежит упругий стержень, правый конец которого жестко 

закреплен, а левый свободен. Трение между стержнем и поверхностью тележки отсутствует. Ус-

корение w  тележки является управлением, и оно ограничено.  
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При движении тележки стержень совершает продольные колебания. Свяжем с тележкой сис-

тему координат, ось X которой направлена по стержню. Считаем, что стержень единичной дли-

ны. Плотность совокупности внешних сил, действующих на стержень, задается непрерывной 

функцией  f x,t , где x  – абсцисса некоторого сечения стержня, когда последний находится в 

покое. Обозначим через  U x,t  смещение этого сечения в момент времени t . Поскольку введен-

ная система отсчета является неинерциальной, то уравнение вынужденных продольных колеба-

ний стержня примет вид [9]. 
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Это уравнение рассматривается при заданных начальных условиях 
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где функции g  и G  непрерывны на отрезке [0, 1]. Кроме того, из условия, что правый конец 

стержня жестко закреплен, а левый свободен, получим граничные условия [9] 
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По условию ускорение тележки ограничено, поэтому его можно записать в виде 

     1 2 2, 1, 0.w a t a t a t            (4) 

Параметр ξ  является управлением. 

Считаем, что плотность  f x,t  внешних сил точно не известна. Известна её оценка 

         2 1, , , , 0,1 , 0, .f x t f x t f x t x t p                  (5) 

Здесь    : 0,1 0,if p  , 1,2i   – непрерывные функции.  

Заданы числа l  и 0  . Цель выбора управления ξ  (4) заключается в том, чтобы осуще-

ствить неравенство  

   
1

0

,U x p x dx l              (6) 

для любой реализации внешней силы, плотность которой удовлетворяет условию (5). Здесь 

функция  : 0,1   является непрерывной и удовлетворяет условиям 

   0 1 0.        (7) 

 

Формализация задачи 

Опишем допустимое правило формирования управления ξ  (4). Оно означает, что каждому 

моменту времени 0 p    и каждой возможной функции растяжения стержня  U x,  ставится 

в соответствие функция    : , 0,1p   . Такое правило будем обозначать  

      ξ t = t,U , , t , p .        (8) 

Зафиксируем разбиение 

0 1 1 1:0 i i mt t t t t p           

отрезка  0, p  с диаметром    1
0
max i i

i p
d t t 

 
  . Зафиксируем управление (8), плотность   f x,t  

внешних сил при  0,1 ,0 .x t p    Построим решение  , ,0 1,0U x t x t p      задачи (1)–(3) 

следующим образом.  

Положим        0 0,g x g x G x G x   при 0 1.x   При 0 1,0 1t t t x     функция  ωU x,t  

определяется, как решение следующей задачи:  
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  , , .i i it U t         (12) 

Здесь    0 10, 0,1 , ,i x t t t   .  

Пусть функция  ωU x,t  определена при 0 1,0 1it t t x    . Положим  

       1 1, , ,i i i ig x U x t G x U x t t      . С помощью формул (9)–(12) строим функцию  

 ωU x,t  при 1i it t t   . 

Будем говорить, что управление (8) гарантирует выполнение поставленной цели (6), если для 

любого числа γ > ε  найдется число 0   такое, что для любого разбиения ω  с диаметром 

 d ω <δ  и для любой непрерывной функции  f x,t , удовлетворяющей условию (5), выполнено 

неравенство 

   
1

0

, .U x p x dx l              (13) 

 

Переход к одномерной задаче 

Пусть функция  ψ x,τ  при  0 1,0x p     является решением следующей задачи: 
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Из равенства (7) следует, что условия согласования на концах отрезка выполнены. Из ра-

венств (5) получим, что  

       
1

1 2

0

, , , 1.f x t x p t dx b t b t                 (17) 

Здесь  
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Положим 
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Тогда  
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Учтем уравнения (9), (14) и равенства (17), (18). Получим  
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при 1i it t t   . Интегрируя по частям и учитывая граничные условия (11) и (15), получим   
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Отсюда и из (20) следует, что при 1i it t t    

             
1 1
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Здесь  
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               (21) 

Полагаем, что  sign0 1 . 

Обозначим  

         
1

1 1

0

, .

p

t

z t t a r x p r dx b r dr l  
 

     
 
 
     (22) 

Тогда  

      1, 1, 1, .i i i i i iz t a t u b t u t t t                     (23) 

Здесь обозначено 

         
1

2 2

0

, 0, 0.a t a t x p t dx b t b t               (24) 

Далее, учитывая условие (11) и формулы (19), (22), перепишем неравенство (13) в следую-

щем виде:  

 ωz p γ.          (25) 

 

Условия возможности окончания в одномерной задаче 
Рассмотрим одномерную задачу (23), (25). Отметим, что функции (24) являются непрерыв-

ными. Построим ломаные  

        1, ,i i i i i

t ti i

t t

z t z t a r dru b r dr t t t             (26) 

с начальным условием    0 0z z  . Семейство этих ломаных, определенных на отрезке  0, p , 

является равномерно ограниченным и равностепенно  непрерывным  [8, с. 46]. По теореме Арце-

ла [10, c. 104] из любой последовательности ломаных (26) можно выделить подпоследователь-

ность, равномерно сходящуюся на отрезке  0, p . 

Пусть в (26)  

 sign , 0, ,i iu z t i m         (27) 

а функция  z t  при 0 t p   является равномерным пределом последовательности ломаных 

 ωk
z t  (26), у которых диаметр разбиения   0kd   . Тогда [8, теорема 8.1] выполнено неравен-

ство  

    0 .z p F z  

Здесь обозначено  
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Пусть число   0 .F z   Тогда можно показать, что для любого числа    существует 

число 0   такое, что выполняется неравенство (25) для любой ломаной (26) с диаметром раз-

биения  d    и с управлением (27).  

Пусть в (26)  

 sign , 0, ,i iz t i m          (28) 

а функция  z t  при 0 t p   является равномерным пределом последовательности ломаных 

 ωk
z t  (26), у которых   0kd   . Тогда [8, теорема 8.2] выполнено неравенство  

    0 .z p F z  

Отсюда можно получить, что если числа   0F z   , то существует число 0   такое, что  

  ,z p   

для любой ломаной  ωz t  (26) с диаметром разбиения  d ω <δ  и с iν  (28). 

Таким образом, можно построить управление (8), которое гарантирует выполнение постав-

ленной цели (13) тогда и только тогда, когда    0F z  . 

Из формул (21), (27) получим, что  

   
1

2

0

sign , .za t x p t dx u 
 

  
 
 

   

Здесь z  определяется формулами (19) и (22) с заданной в (22)  ωU x,t  на  U x,t . 

 

Пример 
Пусть функция  

   3 sin sin ,
2

x a x x


  
 

  
 

 

тогда условие (7) выполнено. Рассмотрим функцию  
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которая удовлетворяет уравнению (14) и условиям (15), (16). Подставим функцию   ψ x,τ  в 

формулу (19) при     ωU x,t =U x,t . Тогда из (22) следует, что  
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Алгоритм сведения задачи управления колебанием упругого стержня к одномерной диффе-

ренциальной игре разработан В.И. Ухоботовым при поддержке Российского научного фонда 

(проект 19-11-00105). 
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ON A PROBLEM OF CONTROLLING A MOVING CART WITH ELASTIC ROD 
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This article discusses the problem of controlling the process of longitudinal oscillations of an elastic 

homogeneous rod of uniform cross section. A rod is understood as a body, the length of which signifi-

cantly exceeds its cross dimensions. The rod is on a moving cart, the right end of which is rigidly fixed, 

and the left end is not fixed. There is no friction between the rod and the cart surface in the problem un-

der consideration. When the cart moves, the rod performs constrained longitudinal oscillations in a non-

inertial frame of reference associated with the cart. The control is the acceleration of the cart, the magni-

tude of which is limited. The boundaries of its accepted values are set. The value of the combined exter-

nal forces acting on the rod is not known exactly, but only its limits of variation are given. The purpose 

of the control process is to ensure that at a given moment in time, the average value of the stretch of the 

rod is within a given interval. This average is calculated using the specified function. 

In order to solve the problem, the method of optimizing a guaranteed result is applied. A transition 

to a new one-dimensional variable is made, with the help of which the considered problem of control of 

the longitudinal oscillations of a rod is reduced to a similar control problem in the presence of noise. The 

necessary and sufficient conditions are found, under which it is possible to accomplish the set goal for 

any admissible external forces, the total value of which satisfies the given constraints. A corresponding 

algorithm for constructing the law of variation of the cart acceleration is proposed. An example that 

clearly shows how to build the cart control, which will guarantee the achievement of the set goal, has 

been analyzed. 

Keywords: control; elastic rod; guaranteed result. 
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