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Как нам известно, в обратной задаче кроме искомого «основного» 

решения задачи (т. е. решения прямой задачи) нам неизвестны какие-либо 

входящие в прямую задачу. Требуется найти и этих неизвестных, поэтому 

их тоже мы будем называть решениями обратной задачи. Для определения 

этих неизвестных в обратной задаче к заданным уравнениям добавляется 

какая-либо дополнительная информация о решении прямой задачи. 

Дополнительную информацию называют данными обратной задачи. В 

предлагаемой статье рассматривается конкретное интегро-

дифференциальное уравнение в частных производных четвертого порядка с 

известными начальными и краевыми условиями. Для простоты 

исследовали однородные краевые условия, так как с помощью линейного 

преобразования всегда неоднородные краевые условия можно привести к 

однородным. В правой части уравнения присутствуют n неизвестных 

функций: i(t), i = 1,2,…,n. Для определения этих неизвестных функций: 

i(t), i = 1, 2,…, n в обратной задаче имеется дополнительная информация о 

решении прямой задачи, т.е. нам известны значения искомого «основного» 

решения задачи в внутренних отрезках исследуемой области, т. е. 

u(t,xi) = gi(t), t[0,T], xi(0,1), i = 1, 2,…, n. Задача исследуется в прямоуголь-

нике, расположенном в первой четверти декартовой системы координат. 

Для решения обратной задачи разработан алгоритм, в результате найдены 

достаточные условия существования и единственности решения обратной 

задачи по восстановлению правой части в интегро-дифференциальном 

уравнении в частных производных четвертого порядка. При решении об-

ратной задачи использованы методы: преобразования, функций Грина, 

решения систем линейных интегральных уравнений Вольтерра. В итоге об-

ратную задачу мы приводим к системе (n + 1) линейных интегральных 

уравнений Вольтерра второго рода, решение которого при малом 0 < T су-

ществует и единственно. Рассматриваемую обратную задачу можно 

называть обратной задачей об источнике. 

Ключевые слова: обратная задача об источнике, интегро-

дифференциальное уравнение с частными производными четвертого порядка, 

система интегральных уравнений Вольтерра, функция Грина, резольвента. 
 

Введение. Обратные задачи впервые появились в практике, например, задача об 

определении скорости распространения сейсмических волн внутри нашей планеты по движению 

фронтов сейсмических волн по поверхности Земли. Нетрудно понять, насколько интересна и 

важна такая информация для физиков, геофизиков, врачей и вообще исследователей таких объек-

тов и областей, проникновение внутрь которых либо слишком трудоемко, либо опасно, либо во-

обще невозможно [1–3]. Различные обратные задачи исследованы в [4–15], а также в цитируемых 

работах в них. Исследование теории и методы обратных задач интенсивно продолжается. 

В статье предлагается конкретный алгоритм решения одной обратной задачи об источнике. 

Найдены достаточные условия, при выполнении которых гарантируется существование и един-

ственность решения рассматриваемой обратной задачи.  
 

Постановка задачи 

Исследуем разрешимость обратной задачи об источнике 

10
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(0, ) ( ), (0, ) ( ), 0 1tu x x u x x x     ,         (2) 

( ,0) ( ,1) 0, 0u t u t t T    ,              (3) 

где  ( ), , , ( ), ( ), ( , ), 1,2,...,iK t F t x x x h t x i n    – известные функций, , ,T   – заданные положи-

тельные постоянные, а функций   1, , ( ),..., ( )nu t x t t   неизвестные, {( , ) | 0 , 0 1}G t x t T x     . 

Кроме этого, нам известны значения неизвестной функций ( , )u t x  в внутренних отрезках 

области G , т. е. 

( , ) ( ), [0, ], (0,1), 1,2,...,i i iu t x g t t T x i n    .          (4) 

Требуется найти неизвестные функций   1, , ( ),..., ( ).nu t x t t   Подобную обратную задачу 

называют обратной задачей об источнике [1]. 

 

Решение задачи 

Пусть выполняются следующие условия: 

   2 2
1

2

: ( ), , 0,1 , 0, ,

: (0) 0, (1) 0, (0) ( ), ' (0) ( ), 1,2,..., .

i

i i i i

U F C G C g C T

U g x g x i n

 

   

  

    
 

Введем обозначение, пусть  

( , ) ( , ),ttv t x u t x         (5) 

интегрируя равенство (5) по переменной t и учитывая условие (0, ) ( ),tu x x получим 

0

( , ) ( , ) ( ),

t

tu t x v s x ds x                (6) 

еще раз интегрируя последнее равенство по переменной t и учитывая начальное условие 

(0, ) ( ),u x x  имеем: 

0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ).

t

u t x t s v s x ds x t x                 (7) 

Подставляя (5), (6) и (7) в уравнение (1) имеем: 

10 0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ''( ) ''( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ),

t t n

xx xx i i

i

v t x v t x t s v s x ds x t x K t s v s x ds t h t x F t x    


 
         

 
 

   

или 

1 1

00

1 1

1

''( )

( ) ( , )

''( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( , ).

t

xx xx

n

i i

i

x

t h t x F

t
v t s s x ds v t x x t K s v t s x ds

t x

 

 





   







      



             (8) 

В нашей работе [18] доказана  

Лемма 1. Резольвенту ( , )R t s  ядра ( , ) ( )K t s t s   можно представить в следующем виде 

 ( , ) ( ) , ( , )R t s sh t s t s G    , 

где  , ( , ) ( , ) | 0t s G t s s t T





      . 

На основании этой леммы 1 равенство (8) запишем в виде: 

 

1

10

10 0

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

1
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ,

t n

xx i i

i

t s n

i i

i

v t x v t x P t x K s v t s x ds t h t x

sh t s v s x K v s x d s h s x ds


  

     






     

 
     

 
 



 

                   (9) 



Мамытов А.О. Об одной задаче определения правой части 
 интегро-дифференциального уравнения в частных производных 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2021, том 13, № 3, С. 31–38 

33 

где '' ''
1

0

1 1
( , ) ''( ) ''( ) ( , ) ( ( ))[ ( ) ( ) ( , )]ds

t

P t x x t x F t x sh t s x s x F s x     
 

       . 

Из равенства (5), для функции ( , )v t x  получаем граничные условия вида: 

( ,0) ( ,1) 0.v t v t                      (10) 

Задачу (9)–(10) исследуем при фиксированном t, здесь v(t,x) – искомая функция. Однородное 

уравнение y''(x)–k
2
y(x) = 0 (в нашем случае 2 1/k  ) имеет два линейно независимых решения: 

у1(х) = sh(kx) и у2(х) = sh(kx–k), Вронскиан которых равен W(y1, y2) = ksh(k). 

Заметим, что у1(0) = 0 и у2(1) = 0 учитывая эти соотношения, легко можно построить решение 

следующей однородной краевой задачи с помощью функции Грина: 

y''(x) – k
2
y(x) = f(x), 0 < x < 1,  у1(0) = 0 и у2(1) = 0. 

т. е. решение записывается в виде [16–18]: 
1

0

( ) ( , ) ( )y x G x f d    , 

где функция Грина 

sh( )sh( )
, 0 ,

sh( )
( , )

sh( )sh( )
, 1.

sh( )

kx k ks
s x

k k
G x

kx ks k
x s

k k




 


 

  


 

Применяя этот результат к интегро-дифференциальной задаче (9)–(10), получим «чисто» 

интегральное уравнение Вольтерра: 
1

1

10 0

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

t n

i i

i

v t x G x P t K s v t s ds t h t    
  


    




   

 
10 0

1
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

t s n

i i

i

sh t s v s K v s d s h s ds d         
 

 
     

  
  

  .                (11) 

Уравнение (11) перепишем в виде 

 

1 1

10 0 0

1 0 0

1 1

0 0 0 0 0

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

1 1
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

t n

i i

i

t tn

i i

i

t t s

v t x G x R t s v s d ds G x h t d t

G x R t s h s d s ds

G x K s v t s d ds R t s G x K v s d d ds P t x

      
 

  


        
 





 
   

  

 

    

 

 

     ,

          (12) 

где 

1

1

0

( , ) ( , ) ( , ) .P t x G x P t d    

Полагая  , 1,2,...,jx x j n   и учитывая данные (4), а также равенство (5), из соотношения 

(12) имеем 

 

1 1

1 0 0 0

1 1

1 0 0 0 0

1

0 0 0

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ,

tn

j i i j

i

t tn

j i i j

i

t s

j j

G x h t d t G x R t s v s d ds

G x R t s h s d s ds G x K s v t s d ds

R t s G x K v s d d ds P t x

      
 

     
 

     






 
  

  

     

  

   

   

  
//) ( ), 1,2,..., .jg t j n 

          (13) 

Введем обозначение 
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1

0

1
( ) ( , ) ( , ) , , 1,2,..., .ji j ia t G x h t d i j n  


                                        (14) 

Пусть  

det ( ) 0 [0, ],A t t T                                                          (15) 

где ( ) { ( )}, , 1,2,...,ijA t a t i j n  . 

Учитывая обозначение (14), систему (13) можно представить 

  

 
1

1 0 0

1

1 0 0

1
//

0 0 0

1
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ), 1,2,..., .

tn

ji i j

i

tn

j i i

i

t s

j j j

a t t G x R t s K t s v s d ds

G x R t s h s d s ds

R t s G x K s v d d ds P t x g t j n

   


  


     






   

   

    

 



  

             (16) 

В итоге мы пришли к системе из (n+1) уравнений (12), (16). Из общей теории интегральных 

уравнений нам известно, что решение системы (12), (16) существует и единственно. 

Следовательно справедлива 

Теорема. Если выполняются U1 U2 и неравенство (15), то в пространстве  2,2( ) 0, ,nC G C T
 

решение задачи (1)–(4) существует и единственно,  0, [0, ] [0, ] ... [0, ].n

n раз

C T С T C T C T      

Пример. Пусть в задаче (1)–(4): 1   , n = 1, K(t) = t, 1( , ) 1,h t x   1
1 2

,x   F(t,x)  0, 

2
1( ) ,g t t  ( ) 0, ( ) 0x x    для всех [0,1],x  т. е. рассмотрим задачу 

1

0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),( , )

t

tt xxtt xx ssu t x u t x u t x t s u s x ds t t x G       

2(0, ) 0, (0, ) 0,0 1, ( ,0) ( ,1) 0, ( ,1/ 2) , [0, ]tu x u x x u t u t u t t t T        . 

Ищем  ,u t x  и 1( )t . 

Пусть ( , ) ( , ),ttv t x u t x
 
тогда 

0

( , ) ( ) ( , )

t

u t x t s v s x ds   и имеем: 

1

0 0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),

t t

xx xxv t x v t x t s v s x ds t s v s x ds t        

или 

1

0 0

( ) ( , ) ( , ) ( )( , ) .
t t

xx xxt s v s x ds sv t s x ds tv v t x        

Резольвента примет вид: ( , ) sh( ), ( , )R t s t s t s G   . 

Отсюда получаем следующую задачу: 

 
0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) sh ( , ) ( , ) ( )

t t s

xxv t x v t x sv t s x ds t t s v s x v s x d s ds    
 

          
 
 

   , 

( ,0) ( ,1) 0.v t v t   

Одронодную краевую задачу заменяем интегральным уравнением: 
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 
1 1 1

0 0 0 0 0

1 1

0 0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

t t

t t s

v t x G x R t s v s d ds t G x d G x R t s d s ds

G x sv t s d ds R t s G x v s d d ds

       

        

   

   

    

    

 

где 

sh( 1)sh( )
, 0 ,

sh(1)
( , )

sh( )sh( 1)
, 1.

sh(1)

x s
s x

G x
x s

x s




 


 

  


 

Полагая  1/ 2x   и учитывая, что 2( ,1/ 2)u t t  и ( , ) ( , ) 2ttv t x u t x  , имеем 

1

0 0 0

1 1

0 0 0 0 0
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здесь 

1

0

(1/ 2, ) 0,11.a G d     

Мы получили систему из двух уравнений, решение которой существует и единственно. 
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ON A PROBLEM OF DETERMINING THE RIGHT-HAND SIDE OF THE PARTIAL 
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION 
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As it is known, in the inverse problem, apart from the sought-for “basic” solution of the problem 

(i. e., the solution of the direct problem), the components of the direct problem are unknown. It is re-

quired to find these unknown components, so they will be also included in the solution of the inverse 

problem. To determine these components in the inverse problem, some additional information on the 

solution of the direct problem is added to the given equations. The additional information is called the 

inverse problem data. In the proposed article, the specific fourth-order partial integro-differential equa-

tion with the known initial and boundary conditions is considered. For simplicity, the homogeneous 

boundary conditions have been examined, since with the help of a linear transformation, the always in-

homogeneous boundary conditions can be reduced to the homogeneous ones. The right-hand side of the 

equation contains n unknown functions: φi(t), i = 1,2,…,n.. To determine these unknown functions: φi(t), 

i = 1,2,…,n in the inverse problem there is additional information on the solution of the direct problem, 

i.e., the values of the sought-for “basic” solution to the problem in the inner segments of the investigated 
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region are known, i. e., u(t,xi) = gi(t), t∈[0,T], xi∈ (0,1), i = 1,2,…,n. The problem is investigated in a 

rectangle located in the first quarter of the Cartesian coordinate system. To solve the inverse problem, an 

algorithm has been elaborated and sufficient conditions for the existence and the uniqueness of the solu-

tion of the inverse problem for the restoration of the right-hand side in a fourth-order partial integro-

differential equation have been found. When solving the inverse problem, the methods of transfor-

mations, Green's function, solutions of systems of linear Volterra integral equations have been used. As 

a result, the inverse problem has been reduced to a system of (n + 1) linear Volterra integral equations of 

the second kind, the solution of which for small 0 < T exists and is unique. The considered inverse prob-

lem can be called the inverse source problem. 

Keywords: inverse source problem; fourth-order partial integro-differential equation; system of 

Volterra integral equations; Green's function, resolvent. 
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