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Предлагаются к рассмотрению результаты поиска минимальных вер-

шинных расширений для неориентированных цветных полных графов. 

Данная тематика непосредственно связана с моделированием полных отка-

зоустойчивых технических систем с элементами различного типа в терми-

нологии графов. Если описывать техническую систему как Σ, то ей сопос-

тавляется некоторый граф G(Σ), в котором вершины соответствуют эле-

ментам системы Σ, а ребра – связям между ними. Тип каждого элемента 

выражается в сопоставлении каждой вершине графа G(Σ) некоторого цвета 

из множества цветов F = {1, 2…, i}. Вершинным расширением данной сис-

темы тогда является некоторый граф G(Σ), в котором введены избыточные 

вершины и при котором система, ему соответствующая, способна продол-

жать работу в присутствии k отказов любых её элементов. Полным граф на-

зывается тогда, когда любые две его вершины соединены ребром. Полные 

графы не имеют реберных расширений по определению – не существует 

способа добавить ребро в граф с максимальным количеством ребер. Други-

ми словами, система, представленная полным графом, не способна проти-

востоять отказам связей между своими элементами. Поэтому данная работа 

целиком посвящена исследованию минимальных вершинных расширений. 

Описываются условия существования минимальных вершинных расшире-

ний для цветных полных графов, приводятся схемы построения и форму-

лы, по которым можно вычислить необходимое количество дополнитель-

ных ребер для построения минимального вершинного расширения цветно-

го полного графа. 

Ключевые слова: вершинные расширения графов; полные графы; минималь-

ные расширения графов; расширения цветных графов; цветные графы. 

 

Введение 
При проектировании технических систем особое внимание уделяется свойству отказоустой-

чивости. Отказоустойчивость как свойство дискретной системы впервые была введена А. Ави-

женисом [1] и трактуется как обеспечение системы способностью противостоять ошибке и воз-

можностью продолжать работу в присутствии этой ошибки. 

Следующим шагом в исследовании данной проблемы стало переложение Д. Хейзом в 1976 

году [2] задачи построения отказоустойчивых дискретных систем на модель, основанную на гра-

фах. В этой модели технической системе сопоставляется граф. Элементам системы соответству-

ют вершины графа, а связям между элементами – ребра (или дуги) графа. Отказом элемента сис-

темы является удаление вершины из графа со всеми инцидентными ребрами. 

Позднее Джон Хейз в 1990-х годах совместно с американским математиком Фрэнком Харари 

обобщили модель на случай отказов связей между элементами [3]. При этом модель с рассматри-

ваемым отказом элементов было предложено называть системой с вершинной отказоустойчиво-

стью [4].  

М.Б. Абросимов в своих работах [5] предложил использовать термины «вершинное расши-

рение графа» и «реберное расширение графа» для модели вершинной отказоустойчивости и ре-

берной отказоустойчивости соответственно. 

На практике технические системы состоят из элементов различного типа. В контексте пере-

ложения подобных систем на графовую модель предлагается рассматривать расширения для 
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цветных графов. В данном случае элементу системы заданного типа сопоставляется вершина с 

заданным на ней цветом. Таким образом, рассмотрение расширений цветных графов позволит 

конструировать отказоустойчивые технические системы с комбинацией элементов различных 

типов. 

Первыми результатами исследования заданной проблемы стали алгоритмы построения всех 

неизоморфных цветных графов заданного количества вершин, ребер и цветов [6]. 

Следующим этапом в исследовании цветных графов и их расширений стал поиск решения 

задачи минимальных вершинных и реберных расширений для найденных неизоморфных цвет-

ных графов. Был разработан алгоритм поиска всех неизоморфных минимальных расширений для 

заданного цветного графа. Результаты были опубликованы в работе [7]. Цветные минимальные 

расширения, полученные после запуска реализации данного алгоритма, позволили проанализи-

ровать различные классы графов и найти для них общие схемы построения. 

Данная работа содержит схемы построения минимальных вершинных расширений для цвет-

ных полных графов всех возможных конфигураций. Предварительные результаты для мини-

мальных вершинных 1 -расширений были представлены на конференции «Ломоносов 2021» [8]. 

В настоящей работе публикуются законченные результаты исследования цветных полных гра-

фов. 

 

Определения и обозначения 

Для начала дадим основные определения и обозначения, которые будут использоваться в на-

стоящей работе. Основные понятия теории графов даны в соответствии с [9]. Определения ми-

нимальных расширений графов даны в соответствии с [5]. 

Определение 1. Граф  nK = V,α , где V = n , называется полным, если у него любые две вер-

шины смежны:  u,v V,u v: u,v α   . 

Определение 2. Пусть  G= V,α  – граф, а i . Функция вида  : 1, ,f V i   называется 

вершинной i -раскраской графа G , а  f v ,v V  – цветом вершины v . При этом граф называется 

графом с цветными вершинами, или цветным графом. Для таких графов вводится следующее 

обозначение:  G= V,α, f . 

Введем несколько дополнительных обозначений. Пусть множество цветов будет обозначать-

ся как  F = 1,…,i . Тогда цвет будет иметь обозначение if F . Множество 

{ | , ( ) }f ii
V = v v V f v f   – набор вершин цвета if . Множество  f ii

W = V f F  содержит все 

множества наборов вершин по цветам. 1 { | ,| | 1}
i i if f fW = V V W V   – множества вершин с цветами, 

встречающимися в графе только единожды. Тогда { | ,| | 1}
i i i

2
f f fW = V V W V   содержит множест-

ва вершин с неуникальными цветами, то есть встречающимися два и более раз в графе. 

Определение 3. Граф  * * * *G = V ,α , f  называется вершинным k -расширением (где k ) i -

цветного графа  G= V,α, f , если граф G  вкладывается с учетом цветов в каждый граф, полу-

чающийся из *G  удалением любых его k  вершин. 

Определение 4. Граф  * * * *G = V ,α , f  называется минимальным вершинным k -расширением 

(где k ) i -цветного графа  G= V,α, f , если выполняются следующие условия: 

1) граф G  является вершинным k -расширением цветного графа G ; 

2) граф G  содержит | |V +ik  вершин, то есть *| | | |V V ik  ; 

3) *α  содержит минимальную мощность среди всех графов, удовлетворяющих условиям 1) и 

2). 

Для удобства термин «минимальное вершинное k -расширение» будем сокращать до МВ- k Р. 
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Минимальные вершинные 1-расширения двухцветных полных графов 

 

Сначала рассмотрим частный случай минимальных вершинных 1-расширений двухцветных 

полных графов. Данный случай позволит в дальнейшем обобщить данную модель для k -

расширений многоцветных графов. 

Теорема 1. Для полного графа  nK = V,α, f  с  0 1,F f f , | | 2F  , 
0

| | 1fV  , 
1

| | 1fV   найдется 

минимальное вершинное 1 -расширение с количеством дополнительных ребер, равным 

2 1n  .           (1) 

Схема построения минимального вершинного 1 -расширения заключается в следующем: 

1. Из дополнительной вершины цвета 0f  проводятся ребра во все исходные вершины цвета 

1f . 

2. Из дополнительной вершины цвета 1f  проводятся ребра во все исходные вершины. 

 

Пример графа, удовлетворяющего условиям теоремы 1, и его МВ-1Р, построенного по пред-

ставленной схеме, изображен на рис. 1 и 2 соответственно. 

 

  
Рис. 1. Граф 4K , удовлетворяющий условиям 

теоремы 1 

Рис. 2. МВ-1Р представленного графа 6K . Пунктиром 

изображены дополнительные вершины и ребра 

 

Доказательство. Рассмотрим оба пункта схемы по отдельности. 

При удалении исходной вершины цвета 0f  все исходные вершины цвета 1f  теряют свою 

связь с вершинами цвета 0f . Таким образом, исходный граф становится одноцветным. Для того 

чтобы восстановить исходный граф, необходимо соединить ребрами дополнительную вершину 

цвета 0f  со всеми исходными вершинами цвета 1f . Количество дополнительных ребер в данном 

случае будет равным 1n  . 

При отказе исходной вершины цвета 1f  граф превращается в полный двухцветный граф 

1nK  . Чтобы вернуть возможность вложить исходный граф в расширение, необходимо соединить 

дополнительную вершину цвета 1f  со всеми исходными вершинами со степенью 1n   (верши-

ны, потерявшие ребро после отказа рассматриваемой вершины). С учетом условия вершинного 

расширения, при котором может быть удалена любая вершина 1f , ребра будут проведены ко 

всем исходным вершинам. Их общее количество будет равно n . 

Итоговая сумма дополнительных ребер будет 1 2 1n n n    .  

Теорема 2. Для полного графа  nK = V,α, f  с  0 1,F f f , | | 2F  , 
0

| | 1fV  , 
1

| | 1fV   найдется 

минимальное вершинное 1 -расширение с количеством дополнительных ребер, равным: 

2n .         (2) 

Схема построения минимального 1 -расширения: 

1. Из дополнительной вершины цвета 0f  проводятся ребра во все исходные вершины. 

2. Из дополнительной вершины цвета 1f  проводятся ребра во все исходные вершины. 

Пример графа, удовлетворяющего условиям теоремы 2, и его МВ-1Р, построенного по пред-

ставленной схеме, изображен на рис. 3 и 4 соответственно. 
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Рис. 3. Граф 6K , удовлетворяющий условиям тео-

ремы 2 

Рис. 4. МВ-1Р представленного графа 6K . Пункти-

ром изображены дополнительные вершины и ребра 
 

Доказательство. Аналогично предыдущей теореме при удалении вершины цвета 0f  1n   

исходных вершин теряют связь с данной вершиной, поэтому необходимо добавить 1n   ребер 

между исходными вершинами и дополнительной вершиной цвета 0f . Поскольку отказать может 

любая вершина цвета 0f , то дополнительная вершина цвета 0f  должна быть соединена со всеми 

исходными вершинами. При этом количество дополнительных ребер будет равно n . 

Аналогичным образом дополнительная вершина цвета 1f  должна быть соединена со всеми 

исходными вершинами. 

Итоговое количество дополнительных ребер будет равно 2n n n  . 

 

Минимальные вершинные k -расширения двухцветных полных графов 

Теперь перейдем к общему случаю минимальных вершинных k -расширений двухцветных 

полных графов. Данные теоремы дадут понимание, как строятся k -отказоустойчивые вершин-

ные реализации для цветных полных графов. 

Введем следующие обозначения. Исходные вершины из V  цвета 0f  и цвета 1f  будем обо-

значать за 
0f

v  и 
1f

v соответственно, а дополнительные из *V  – за 
0f

v  и 
1f

v . 

Теорема 3. Для полного графа  nK = V,α, f  с  0 1F = f , f , | | 2F  , 
0

| | 1fV  , 
1

| | 1fV   най-

дется минимальное вершинное k -расширение с количеством дополнительных ребер, равным 

    
 1

1 1 1
2

k k
k n kn k k


      .         (3) 

Минимальное вершинное k -расширение строится по следующей схеме: 

1. Из k  дополнительных вершин цвета 0f  проводятся ребра во всех исходные вершины цве-

та 1f :  1k n  . 

2. Из k  дополнительных вершин цвета 1f  проводятся ребра во все исходные вершины: kn . 

3. Из 1k   дополнительной вершины цвета 0f  проводится 1k   ребро в одни и те же допол-

нительные вершины цвета 1f :   1 1k k  . 

4. Из k  дополнительных вершин цвета 1f  строится полный граф: 
 1

2
k

k k
K


 . 

Пример графа, удовлетворяющего условиям теоремы 3, и его МВ-2Р, построенного по представ-

ленной схеме, изображен на рис. 5 и 6 соответственно. 
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Рис. 5. Граф 4K , удовлетворяющий условиям  

теоремы 3 

Рис. 6. МВ-2Р представленного графа 4K . Пунктиром 

изображены дополнительные вершины и ребра 

 

Доказательство. Рассмотрим на примере МВ-2Р, какие случаи отказа могут присутствовать 

в графе: 

1. Удалены вершины 
0f

v  и 
1f

v . 

2. Удалены две вершины 
1f

v . 

3. Удалены вершины 
0f

v  и 
0f

v . 

4. Удалены вершины 
0f

v  и 
1f

v . 

5. Удалены вершины 
1f

v  и 
1f

v . 

6. Удалены вершины 
1f

v  и 
0f

v . 

7. Удалены две вершины 
0f

v . 

8. Удалены две вершины 
1f

v . 

Последние два случая рассматривать смысла нет, поскольку в графе, полученном удалением 

любых двух дополнительных вершин, уже содержится исходный граф. 

Случаи c 3) по 6) сводятся к теореме 1, поэтому количество дополнительных ребер будет 

равно 2 1n  . Поскольку по условию вершинного расширения в МВ-2Р могут быть удалены лю-

бые два ребра – дополнительные ребра необходимо провести из каждой вершины 
0f

v  и 
1f

v : 

   2 2 1 2 1 2n n n    . В общем случае в МВ- k Р могут быть удалены любые k  ребер, поэтому 

формула для общего случая будет равна    2 1 1k n k n kn    . 

Теперь рассмотрим случай 2), когда удаляются две любые исходные вершины цвета 1f . В 

данном случае получившийся исходный граф становится полным графом 2nK  . Если рассматри-

вать граф таким образом, это означает, что полный граф nK  являлся соединением графов 

2 2nK K  . Значит, чтобы вложить исходный граф в получившийся, необходимо восстановить 

соединение графа 2nK   с графом 2K , состоящим из вершин 1f . Это значит, что нам необходимо 

создать из вершин 
1f

v  граф 2K  с количеством ребер 
 2 2 1

2


 и соединить его с 2nK  , состоя-

щим из оставшихся вершин исходного графа. Поскольку данное соединение уже присутствует в 

решении для случаев 3)–6), то общее количество дополнительных ребер для случаев 2)–6) будет 

равно  
 2 2 1

2 1 2
2

n n


   . 

Очевидно, при рассмотрении общего случая при удалении любых k  исходных вершин цвета 

1f  исходный полный граф становится n kK  . Это значит, что необходимо восстановить соедине-
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ние k n kK +K  . Исходя из рассуждений выше, в общем случае количество дополнительных ребер 

будет равно  
 1

1
2

k k
k n kn


   . 

Рассмотрим оставшийся случай 1). При удалении вершины 
1f

v  и 
0f

v  получившийся исход-

ный граф является 2nK  , состоящий только из вершин цвета 1f . Как и в случае 2), необходимо 

восстановить соединение 2nK   с 2K , причем 2K  должно включать вершину цвета 0f .  Случаи с 

3) по 6) уже имеют достаточные ребра, соединяющие 
1f

v  с 
1f

v  и 
1f

v с 
0f

v  (а также 1K , состоя-

щее из вершин цвета 1f  c количеством ребер 
 1 1 1

0
2


 ). Общее число ребер будет равным 

  
 

 2 2 1 1 1 1
2 2

2 2

n n
n

   
   . 

В общем случае при удалении k  вершин исходный граф становится n kK  , причем он состо-

ит только из вершин цвета 1f . Следовательно, необходимо восстановить соединение n kK   с kK . 

Случаи с 3) по 6) уже имеют достаточные ребра, соединяющие 
1f

v  с 
1f

v  и 
1f

v с 
0f

v  (а также 

1kK  , состоящее из вершин цвета 1f ). Общее число ребер будет равным 

 
  

 
  1 1 2

2 2

n k n k k k
n k k

    
   :

  
 

  1 1 2

2 2

n k n k k k
n k k

    
     

 2 12 2 2 2

2 2 2

n nn n k k   
    

 
 

1
1 .

2

n n
k


   

Несложно заметить, что данное число меньше 
 1

2

n n 
 на 1k  , а значит, чтобы вписать ис-

ходный полный граф в получившийся, нужно добавить 1k   ребер между вершинами цвета 0f  и 

цвета 1f . Эти ребра можно получить путем их добавления между дополнительными вершинами 

цвета 0f  и 1f . Поскольку должно быть выполнено условие вершинного расширения, и макси-

мальное количество удаленных вершин цвета 1f  в первом случае может быть только 1k  , то 

для минимального вершинного k  расширения достаточно провести 1k   дополнительных ребер 

из 1k   дополнительных вершин цвета 1f  в дополнительные вершины цвета 0f :   1 1k k  . 

Теорема 4. Для полного графа  , ,nK V f  с  0 1,F f f , | | 2F  , 
0

| | 1fV  , 
1

| | 1fV   най-

дется минимальное вершинное k -расширение с количеством дополнительных ребер, равным: 

   
1

1

2 1
k

j

nk k j k k




    .            (4) 

Схема построения минимального вершинного расширения: 

1. Из каждой 
0f

v  проведем ребра во все исходные вершины: kn . 

2. Из каждой 
1f

v  проведем ребра во все исходные вершины: kn . 

3. Из дополнительной вершины цвета 1f  проведем ребра в  1k   дополнительную 

вершину цвета 0f . Далее из дополнительной вершины цвета 0f  проведем  2k   вершин в 

дополнительные вершины цвета 1f . Данная операция повторяется при увеличении степени 

k  расширения, постепенно уменьшая количество дополнительных ребер. Таким образом, 

общее число ребер будет равно:  
1

1

k

j

k j




 .  
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4. Из множества 
0f

v  и множества 
1f

v  построим два полных графа kK : 
 1

2
2

k k 
. 

Пример графа, удовлетворяющего условиям теоремы 4, и его МВ-2Р, построенного по пред-

ставленной схеме, изображен на рис. 7 и 8 соответственно. 

Доказательство. Рассмотрим случаи отказа 2 вершин на примере расширения с k = 2 . 

Большинство случаев аналогичны случаям из теоремы 3, однако здесь появляется еще один до-

полнительный: когда удаляются 2 вершины 
0f

v . Поскольку отказ двух вершин 
0f

v  аналогичен 

удалению двух 
1f

v , то будем рассматривать этот случай как вариант случая 2). 

 

  
Рис. 7. Граф 4K , удовлетворяющий условиям 

теоремы 4 

Рис. 8. МВ-2Р представленного графа 4K . Пунктиром 

изображены дополнительные вершины и ребра 

Случаи 7) и 8) так же, как и в теореме 3, не имеет смысла рассматривать. 

Случаи 3)–6) сводятся к теореме 2, поэтому количество дополнительных ребер будет равно 

2n . По условию вершинного расширения в графе могут отказать любые две вершины, поэтому 

дополнительные ребра необходимо построить из каждой дополнительной вершины: 2 2n . В об-

щем случае 2k n . 

Рассмотрим теперь удаление k  исходных вершин одинакового цвета. Для 
0f

v  он аналогичен 

предыдущей теореме. Также и для 
1f

v . Это означает, что необходимо построить | |F  полных 

графов kK : 
 1

2
2

k k 
. Для 2k   количество дополнительных ребер будет равно двум – для двух 

полных графов 2K . 

Перейдем к оставшемуся случаю, когда удаляются вершины 
0f

v  и 
1f

v . Полученный граф 

содержит 2nK   (в общем случае n kK  ) исходных вершин различных цветов. Это означает, что 

нам необходимо добавить 2K , состоящий из вершин цвета 0f  и 1f . 

Чтобы вложить граф в дополнительные вершины, необходимо добавить  1k   ребер между 

вершинами 
0f

v  и 
1f

v , в случае 2k   требуется добавить одно ребро. 

При увеличении k  растет число вариантов, вершины каких цветов могут быть удалены. Дру-

гими словами, растет количество вариантов, из вершин каких цветов может состоять kK , кото-

рую необходимо добавить. Например, при 3k   могут быть удалены две вершины цвета 0f  и 

одна цвета 1f , а также могут быть удалена одна вершина цвета 0f  и две – цвета 1f . При этом 

добавление 1k   ребер между дополнительными вершинами заданных цветов дают возможность 

вложить только один из вариантов kK . Для того чтобы иметь возможность вложить оба вариан-

та, а также выполнить условие минимальности, необходимо дополнительно добавить 2k   ребер 

между данными дополнительными вершинами разных цветов. Итоговое количество добавленных 

ребер будет равно    1 2k k   . 

При 3k   данная логика распространяется следующим образом: при увеличении степени 

расширения увеличивается количество вариантов отказов вершин, следовательно, необходимо 
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покрывать все случаи увеличением количества ребер. Так, для 4k   количество ребер будет рав-

ным      1 2 3k k k     , поскольку существует три варианта удаления вершин цвета 1f  и 

2f . Для 5k   таких вариантов четыре, и так далее. Соответственно, для покрытия всех вариан-

тов общее число ребер будет равно  
1

1

k

j

k j




 . 

Таким образом, мы рассмотрели все случаи отказов вершин.  

 

4. Минимальные вершинные расширения трехцветных полных графов 

Увеличим количество цветов в графе до трех и исследуем представленную модель построе-

ния минимальных вершинных k -расширений. 

Введем функцию  F W  – набор цветов, которые присутствуют в множествах вершин из W . 

Для удобства повествования обозначим вершины цвета из множества  1F W  за 1W
v  и 1W

v  – ис-

ходные и дополнительные соответственно. Аналогично обозначим 2W
v  и 2W

v . 

Теорема 5. Для полного графа  nK = V,α, f  с | | 3F  , 1| | 1W  ,  2W = 1  найдется мини-

мальное вершинное k -расширение с количеством дополнительных ребер, равным: 

    
 1 1

2 2 | | 1 1
2

k k
n k nk W k k k


          (5) 

Схема построения данного минимального вершинного расширения: 

1. Из k  вершин 1W
v  (для каждого цвета из  1F W ) проводится  2n   ребер в вершины 

исходного графа 2W
v  – во все вершины, кроме вершин цвета из  1F W :  2 2n k  (в общем 

случае  1 1| | | |W n W k ). 

2. Из k  дополнительных вершин 2W
v  проводятся ребра во все вершины исходного графа: 

nk . 

3. Из 1k   дополнительной вершины 1W
v  для каждого цвета из  1F W  проводится 1k   

ребро в одни и те же дополнительные вершины цвета из  2F W . Количество ребер: 

  1| | 1 1W k k  . 

4. Каждая пара дополнительных вершин разного цвета из  1F W  соединяется ребром k . 

5. Строится полный граф из дополнительных вершин цвета из  2F W : 
 1

2

k k 
. 

Доказательство. Следует из теоремы 3. Четвертый пункт схемы обосновывается тем фак-

том, что при удалении любого набора, состоящего из вершин из 1W , теряется связь между вер-

шинами данного цвета, поэтому его нужно сконструировать из дополнительных вершин. 

Теорема 6. Для полного графа  nK = V,α, f  с | | 3F  , 1| | 1W  , 2| | 1W   найдется мини-

мальное вершинное k -расширение с количеством дополнительных ребер, равным 

    
 

 
1

1

1
1 2 1 1 2

2

k

j

k k
n k nk k k k j






        .       (6) 

Схема построения данного минимального вершинного расширения: 

1. Из k  дополнительных вершин 1W
v  проводятся ребра во все вершины 2W

v :  1n k . 
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2. Из k  вершин 2W
v  каждого цвета из  2F W  проводятся ребра во все вершины исходного 

графа: 2nk . 

3. Из 1k   дополнительной вершины 1W
v  для каждого цвета из  1F W  проводится 1k   

ребро в одни и те же дополнительные вершины цвета из  2F W . Количество ребер: 

  2 1 1k k  . 

4. Из дополнительной вершины 2W
v  цвета  2

1c F W  проведем ребра в  1k   

дополнительную вершину цвета  2
2c F W . Далее из дополнительной вершины цвета 2c  

проведем  2k   вершин в дополнительные вершины цвета 1c . Данная операция повторяется 

при увеличении степени k  расширения, постепенно уменьшая количество дополнительных 

ребер. Таким образом, общее число ребер будет равно  
1

1

k

j

k j




 . 

5. Для каждого цвета из  2F W  построим полный граф из 2W
v : 

 1
2

2

k k 
. 

Доказательство. Данную схему можно разбить на две – схема построения расширения для 

графа с 1 2| | 1,| | 1W W   и схема для 1 2| | 1,| | 1W W  . Пункты 1–3 следуют из теоремы 3. По-

следние два пункта следуют из теоремы 4.  

Теорема 7. Для полного графа  nK = V,α, f  с | | 3F  , 1| | 0W  , 2| | 1W   найдется мини-

мальное вершинное k -расширение с количеством дополнительных ребер, равным 

 
 

1

1

1
3 3 3

2

k

j

k k
nk k j





 
   

 
 
                  (7) 

Схема построения: 

1. Для каждого цвета из  2F W  из k  дополнительных вершин 2W
v  проводятся ребра во все 

вершины исходного графа: 3nk  (в общем случае 2| |W nk ). 

2.  Для каждой пары цветов  2
1 2,c c F W  из дополнительной вершины цвета 1c  проводятся 

1k   ребер в вершины цвета 2c , а из дополнительной вершины цвета 2c  ребра в 2k   

дополнительные вершины цвета 1c  и так далее при увеличении степени расширения: 

 
1

1

3
k

j

k j




 
 

 
 
 . Несложно заметить, что все рассматриваемые пары образуют полный 2| |W -

вершинный граф. Таким образом, в общем случае количество дополнительных ребер будет 

равным 
 

 
2 2

1

1

| | | | 1

2

k

j

W W
k j





  
 

 
 
 . 

3. Для каждого цвета из  2F W  строится полный граф из 2W
v : 

 1
3

2

k k 
 (в общем случае 

 2 1
| |

2

k k
W


). 

Доказательство. Следует из предыдущих теорем.  

Теорема 8. Для полного графа  nK = V,α, f  с | | 3F  , 1| | 1W  , 2| | 0W   найдется мини-

мальное вершинное k -расширение с количеством дополнительных ребер, равным 
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 1 1| | | | 1

2

W W
k


       (8) 

Схема построения заключается в том, чтобы построить k  полных графов из вершин 1W
v . 

Пример графа, удовлетворяющего условиям теоремы 8, и его МВ-1Р, построенного по пред-

ставленной схеме, изображен на рис. 9 и 10 соответственно. 

 

  
Рис. 9. Граф 3K , удовлетворяющий услови-

ям теоремы 8 

Рис. 10. МВ-1Р представленного графа 3K . Пунктиром 

изображены дополнительные вершины и ребра 

Доказательство. При удалении любой вершины любого цвета граф nK  превращается в 

1nK  , поэтому необходимо соединить 1nK   с 1K , построенный из дополнительной вершины 

удаленного цвета. Поскольку может быть удалена вершина любого цвета и для каждого цвета 

необходимо соединять 1K  удаленного цвета с 1nK  , то нужно провести 1n   ребер из каждой 

дополнительной вершины. Очевидно, что условие минимальности расширения достигается тогда, 

когда каждая дополнительная вершина соединена с остальными дополнительными: 
 1

2

n n 
. С 

учетом степени расширения k  необходимо построить k  полных графов из k  дополнительных 

вершин.  

Замечание. Условия теоремы 8 справедливы и для графов с | | 2F  . 

Рассматривая представленные теоремы, можно обнаружить некоторую закономерность в по-

строении схемы минимального вершинного k -расширения для различных конфигураций графов. 

В действительности, все описанные выше схемы можно свести к единой и обобщить все теоремы 

выше к общей теореме для цветных полных графов любой конфигурации. 
 

5. Минимальные вершинные k -расширения цветных полных графов 

Следующая теорема является следствием закономерного развития идеи построения схем ми-

нимального вершинного k -расширения для цветных полных графов, рассмотренных в теоремах 

1–8. 

Теорема 9. Для полного графа  nK = V,α, f  с | | 1F   найдется минимальное вершинное k -

расширение с количеством дополнительных ребер, равным 

    
2| |

1 1 2 1

0

| | | | | | | | 1 1
W

W n W k W nk W k k     
 

 
2 2

1

1

| | | | 1

2

k

j

W W
k j





  
  

 
 
  

   1 1

2
| | | | 11

| |
2 2

W Wk k
W k


      (9) 

Схема построения данного минимального вершинного расширения заключается в следую-

щем: 

1. Для каждого цвета из  1F W  проводятся ребра из k  дополнительных вершин 1W
v  во все 

вершины 2W
v :  1 1| | | |W n W k . 
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2. Для каждого цвета из  2F W  из k  дополнительных вершин 2W

+v  проводятся ребра во все 

вершины исходного графа: 2| |W nk . 

3. Из 1k   дополнительной вершины 2W
v , для каждого цвета из  2F W  проводится 1k   ребро 

в одни и те же дополнительные вершины цвета из  1F W . Количество ребер: 

  
2| |

2

0

| | 1 1
W

W k k  . 

4. Для каждой пары цветов  2
1 2,c c F W  из дополнительной вершины цвета 1c  проводятся 

1k   ребер в вершины цвета 2c , а из дополнительной вершины цвета 2c  ребра в 2k   

дополнительные вершины цвета 1c  и так далее при увеличении количества вариантов 

удаления исходных вершин различного цвета: 
 

 
2 2

1

1

| | | | 1

2

k

j

W W
k j





  
 

 
 
 . 

5. Для каждого цвета из  2F W  строится полный граф из 2W
v : 

 2 1
| |

2

k k
W


. 

6. Каждая пара дополнительных вершин разного цвета из  1F W  соединяется ребром: 

 1 1| | | | 1

2

W W
k


. 

В работе М.Б. Абросимова [5] приводится теорема о минимальном вершинном k -

расширении полного графа  nK = V,α . В ней говорится, что полный граф имеет единственное с 

точностью до изоморфизма МВ- k Р, и этим расширением является полный граф n+kK . 

Полный граф без введенной на нем функции раскраски можно рассматривать как граф 

 nK = V,α, f  с | | 1F  , 1| | 0W  , 2| | 1W  . Посчитаем количество дополнительных ребер в рас-

ширении n+kK : 

     2 2 21 1

2 2

n k n k n n n kn n kn k k n n           
 

 2 12

2 2

k kkn k k
kn

 
   

Теперь посчитаем количество дополнительных ребер по теореме 9. 

   
     1

1

1 0 1 11 0
0 0 0 .

2 2 2 2

k

j

k k k k
n k nk k j k kn





     
         

 
 
  

Следствие 1. Схема построения минимального вершинного k -расширения с заданным по 

формуле количеством дополнительных ребер справедлива и для полных графов с | | 1F  . 

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России в рамках выполнения государствен-

ного задания (проект № FSRR-2020-0006). 
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THE MINIMAL VERTEX EXTENSIONS FOR COLORED COMPLETE GRAPHS 
 
P.V. Razumovsky, M.B. Abrosimov 
Saratov State University, Saratov, Russian Federation 
E-mail: shprotby@gmail.com, mic@rambler.ru 

 

The article proposes the results of the search for minimal vertex extensions of undirected colored 

complete graphs. The research topic is related to the modelling of full fault tolerant technical systems 

with a different type of their objects in the terminology of graph theory. Let a technical system be Σ, 

then there is a graph G(Σ), which vertices reflects system’s objects and edges reflects connections be-

tween these objects. Type of each object reflected in a mapping of some color from F = {1,2…,i} to the 

corresponding vertex. System’s Σ vertex extension is a graph G(Σ) which contains additional vertices. 

System reflected by graph G(Σ) can work even if there are k faults of its objects. Complete graph is a 

graph where each two vertices have an edge between them. Complete graphs have no edge extensions 

because there is no way to add additional edge to the graph with a maximum number of edges. In other 

words, the system reflected by some complete graph cannot be able to resist connection faults. Therefore 

the article research is focused on vertex extensions only. There is a description of vertex extensions ex-

istence condition for those colored complete graphs. This paper considers generating schemes for such 

minimal vertex extensions along with formulas, which allows to calculate number of additional edges to 

have an ability to construct minimal vertex extension. 

Keywords: graph vertex extensions; complete graphs; graph minimal extensions, colored graph ex-

tensions, colored graphs. 
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