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Аннотация. Рассматривается вопрос о корректности в пространствах 

Соболева обратных задач об определении коэффициента теплообмена на 

границе раздела сред, входящего в условие сопряжения типа неидеального 

контакта. В цилиндрической пространственной области рассматривается 

параболическое уравнение второго порядка. Область делится на две подоб-

ласти, на общей части границы которых задается условие сопряжения. Ко-

эффициент теплообмена, входящий в условие сопряжения, ищется в виде 

конечного отрезка ряда с неизвестными коэффициентами Фурье, завися-

щими от времени. Уравнение дополняется краевыми условиями общего ви-

да и начальными условиями, а также условиями переопределения. Условия 

переопределения – значения решения в некотором наборе точек, лежащих в 

пространственной области. При естественных условия гладкости на данные 

и расположение точек замеров показана локальная по времени теорема су-

ществования и единственности решений. Полученное решение является ре-

гулярным, т. е. все обобщенные производные, входящие в уравнение,  сум-

мируемы с некоторой степенью и уравнение выполняется почти всюду. Ме-

тод является конструктивным, и на основе предложенного подхода возмож-

но построение численных методов решения задачи. Доказательство основа-

но на получаемых априорных оценках и теореме о неподвижной точке. 

Ключевые слова: обратная задача, задача сопряжения, коэффициент 

теплопередачи, параболическое уравнение, тепломассоперенос. 
 

Введение 

Мы исследуем обратные задачи об определении коэффициента теплопередачи, входящего в 

условие сопряжения. Рассматривается параболическое уравнение вида  

      , , , 0, ,tMu u Lu f x t x t Q G T       (1) 

где      
1

0

, 1 1

, , ,
n n

nn x ij x i xn n i j i
i j i

Lu a u a x t u a x t u a x t ux x



 

     , nG  – ограниченная цилиндри-

ческая область вида  0,G l  ( 1n , 2C ). Пусть  0,l   ,  0,S T  . По-

ложим  1 0,G a  (  0,a l ),  2 ,G a l . Уравнение (1) дополняется начальными и крае-

выми условиями: 

         0 0 0 1 1, 0, , , ',0 , , ', ,SRu g u x u x x G R u t x g R u t x l g      (2) 

где Ru u  или 
1

, 1

n

ij x ij
i j

Ru a u u 




  ,  1 2 1' , , , nx x x x   , 0R u u  или 0 0xn
R u u u   , соот-

ветственно, 1R u u  или 1 1xn
R u u u  , а также условиями сопряжения:  

 ( ) , ,
u u u

B u u u g
N N N
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где      , ' lim , ', , lim , ', .0 0nn x n nx xnn n

u
t x a u t x x u u t x xa aN




    
 Пусть  ',i iy y a   

( 1,2, ,i r  ) – некоторый набор точек. К условиям сопряжения мы добавляем условия переопре-

деления вида  

 ' '
0 00 0

( , , ) ( ) ( 1,2, , ), ( , , ) ( ) ( 1, , ).
n n

i n i i n iy a y a
u t y y t i r u t y y t i r r 

   
        (4) 
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Задача состоит в нахождении решения уравнения (1), удовлетворяющего условиям (2)–(4) и 

неизвестной функции   вида    
1

, '
r

i i

i

t t x 


  , где функции i  заданы, а функции i  счи-

таются неизвестными. Условия сопряжения (3) совпадают с известными в теории тепломассопе-

реноса условия на границе двух сред, когда контакт не является идеальным (см. [1]) Если 

  , мы получим стандартную постановку задачи дифракции (см. [2, 16, гл. 3]), когда условия 

имеют вид u u
  , 

0 0S S

u u

N N

  


 
. 

Обратные задачи вида об определении коэффициента теплопередачи возникают при модели-

ровании теплопереноса в теплозащитных материалах и покрытиях, исследовании композитных 

материалов и т. п. (см. [3–8]). В настоящее время имеется большое количество работ, посвящен-

ных численному решения задач типа (1)–(4) в различных постановках, возникающих в приложе-

ниях, как правило, ищется коэффициент  , зависящими от времени или наоборот от пространст-

венных переменных, точки { }iy  в (4) чаще всего являются внутренними точками областей 1G , 

2G . В приложениях возникают два случая, в первом из них одна из областей, например, 2G  ле-

жит строго внутри области G  и во втором случае рассматривается цилиндрическая область, опи-

санная выше, состоящая из двух или более слоев (см. [7, 8]). Численному решению задачи или 

близкой к ней посвящены работы [5–12]. В качестве метода почти во всех работах используется 

сведение обратной задачи к некоторой задаче управления и минимизация соответствующего 

квадратичного функционала [5, 6, 9–12]. Иногда возникают и задачи об одновременном опреде-

лении коэффициента, входящего в параболическое уравнение, и коэффициента теплообмена (см. 

[6]). В этой работе в качестве условий переопределения используются значения замеров темпера-

тур в точках на границе раздела слоев (как и в условии (4)). Насколько нам известно, теоретиче-

ских результатов о разрешимости (или единственности решений) задач вида (1)–(4) в литературе 

не имеется. 

В данной работе мы изучаем вопросы корректности задачи (1)–(4), в частности, мы получим 

теоремы существования и единственности решений (основной результат – теорема 2). 
 

Определения и вспомогательные результаты 

В работе мы используем пространства Соболева и Гельдера  s
pW G ,  s

pW Q ,  αC Q  а также 

их анизотропные варианты  s,r
pW S ,  s,r

pW Q ,  α,βC Q  (см. определения в [2, 13, 14]). По опре-

делению        , 0, ; 0, ;s r s r
p p p p pW Q W T L G L T W G  . Пусть Γ  – гладкая поверхность размер-

ности 1n   и  0,S T  . Тогда, соответственно,        , ; ;s r s r
p p p p pW S W J L L J W    . Под 

нормой вектора понимаем сумму норм координат. Определение включения 2C  может быть 

найдено в [2, с. 9]). Пусть      ,

G

u v u x v x dx  . Обозначим через  iB y  – шар радиуса δ  с цен-

тром в точке iy . Параметр 0   назовем допустимым, если  iB y G   , 

   i jB y B y    для i j . Далее во всех условиях на данные считаем такой параметр фик-

сированным. 

Введём обозначения:  0,Q G   ,  0 0,S T  ,  0 0,S   ,  1 0,a   , 

 2 ,a l   ,  i iS = 0, × Γ  ,  0,i iS T   ( 1,2i  ),  i iG B x
 , i iG G G     1,2i  , 

 0,i iQ T G  ,  0,i iQ G     1,2i  . Нам понадобятся весовые пространства 

     ,2 ,2{ : }s s s s s
p p pW Q u W Q ut L Q    с нормой  
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      (5) 

Вообще говоря, при 1/s p  это пространство совпадает с  ,2s s
pW Q , а при 1/s p  с подпро-

странством    ,2{ : 0, 0}s s
pu W Q u x   (см. лемму 1 пункта 3.2.6 в [13]). По аналогии определяем 

пространства (0, ; ( ))s
p pW T L  , ,2 ( )s s

p iW S . Положим 0 1/ 2 1/ 2s p  , 1 1 1/ 2s p   и всюду ниже 

считаем, что 2p n  . Доказательство следующей леммы совпадает с приведенным в лемме 2 в 

[15]). Поэтому мы его опустим. 

Лемма 1 Существует постоянная C , не зависящая от (0, ]T , такая, что  

 1

0 0

,2 1,21 ( ) ( )
,2

( )

,
i i

i

s s
W S W Qp ps s

W Sp

v
v C v 




 


 

    
1,20 0 ( ),21 10 ( )

0

,2
( )

, ', , ', , 1,2,
W Qs s p iW Sp

x s sn W Sp

v t x c v t x c C v i




    (6) 

где 0c   или c a  при 1i   и c a  или c l  при 2i  , для всех  1,2
p iv W Q  таких, что 

 0, 0v x  . Здесь 
v

ν




 – производная по нормали к iS .  

Лемма 2  Пусть  1/ ,1s p . Произведение q v  функций класса  ,2s s
pW Q   (0, ]τ T  снова 

принадлежит  ,2s s
pW Q , а если  ,2s s

pq W Q  и  ,2s s
pv W Q   (или ,2 ( )s s

pv W Q ), то справед-

ливы соответствующие оценки  

,2 ,2,2 ,2 ,2 ,2( ) ( )0 1( ) ( ) ( ) ( )
, ,s s s ss s s s s s s sW Q W QW Q W Q W Q W Qp pp p p p

qv c q v qv c q v      

где постоянные ic  не зависят от τ . Множество τQ  в этих утверждениях может быть заменено 

τ
iQ , τ

iS . В случае если q  зависит только одной переменной t , норма q  в  ,2s s
pW Q  в этих не-

равенствах заменяется на норму q  в  0,s
pW  .  

Доказательство. Доказательство основано на определении нормы и оно повторяет доказа-

тельство леммы 1 в [16]. Поэтому мы его опустим. 

Оператор L  считается эллиптическим, т. е. для некоторой постоянной 0 0   выполнено не-

равенство  

 
2

0

, 1

, , ,
n

n
ij i j

i j

a t x Q    


      

(здесь и далее полагаем, что 0ni ina a   при i < n ). Приведем условия на данные. Мы предпола-

гаем, что  

       0 0 0 0,2 2
0, , , , ,

s

i p ij k k

s
a L Q i n a C Q C S

 


 
      (7) 

    0 0 0 0 0 0 0 02 2 ,2 2
0

,
, , , 1, , , 1,2,

s s s s
ij k kSk

a C S C S i j n k
        

      (8) 

где  0 0,1/ 2   – положительный параметр (он может быть как угодно мал) и включения 

0 0 0 0,2 2
, ( )

s s
ij kSk

a C S
   

  означают, что 0 0 0 0,2 2
, ( )

s s
ij kSk

a C S
   

  и эти функции допускают 

непрерывное продолжение на kS  класса 0 0 0 0,2 2
( )

s s
kC S

  
. При переходе через плоскость nx = a  

они, вообще говоря, имеют разрывы первого рода. 

Дополнительно предположим, что  

       1 10, ; 0, , , 0, ; , , 1,2, , ,i p k ij ka L T W G i n a L T W G i j n 
         (9) 
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где 1,2k  . Построим функции    0
n

i x C   такие, что ( ) 1i x   в / 2( )iB x  и ( ) 0i x   в 

3 / 4\ ( )n
iB x , положим   ( )i

i

x x   ( 1,2, ,i r  ). Считаем, что  

            
2

0 0 0 01 1
2

,2 ,2,2
0 0 0, , , 1,2p s s k kk k

p k p i p p iu x W G g W S g W S g W S i


     , (10)  

где 0 0k s  (соответственно, 1 0k s ) в случае условий третьей краевой задачи и 0 1k s  (соответ-

ственно 1 1k s ) в случае условий Дирихле. Условия согласования при 0t   записываются в ви-

де:  

   0 0
00, , ,

u u
g x Ru

N N

 



 
 

 
 (11) 

 0
0 0 0( ) (0, )

u
B u u u g x

N



   

   


, (12)  

где      0
0 0 0' 0, ', 0 , ', 0 .nn xn

u
x a u x a u u x a

N




   


 Пусть также  

          0 0 0 0,2 2
0 ', , ', 0 , , ,

s s
p nn x pf L Q a t x a C S f t x L Q

   
      (13) 

          0 0 0 0,2 ,22 2 /
' 0 ' 0 ' 0, , ', 0 ,

s s s sp
x p k x p x nn pu x W G g W S a t x a W S  

        (14  

    0 0 0 02 2
0 ' 0

, ,
, , 1, , , 1,2,

s s s s
i p x i pW S W S i r k         (15) 

где    0 10, 'r
i iS T B y   , положим    0 10, 'r

i iS B y
    . Нам понадобятся дополнитель-

ные условия согласования: 

А) если iR u u  ( 0,1)i   и Ru u , то ( , ') ( , ', )i ig t x g t x r


  0 1( 0, )r r l  ; если iR u u  

( 0,1)i   и Ru u , то      , ', , ' , ',i i iR t x r g t x g t x r


 ; если iR u u   0,1i   и Ru u , то 

   , ', , 'i i iR g t x r g t x


 ; если Ru= u , то  , 'B g g t x 


  и 

g g

N N

  


 
, где 

 , ', 0nn xn

g
a g t x a

N


 


. 

Приведем теорему о разрешимости прямой задачи. 

Tеорема 1.  Пусть выполнены условия  A), (7)–(14) и  0 0,2
0

s s
pW S  ,  0 0,2

' 0
s s

x pW S   . 

Тогда для любого (0, ]τ T  существует единственное решение u  задачи (1)–(3) такое, что 

1,2 1,2
' 1 2, ( , ) ( ) ( )x p pu u t x W Q W Q    . Если 0 0u  , то справедлива оценка  

    
1 2

1 2

1,2 1,2( ) ( )1,2 1,2' '( ) ( )
, , W Q W Qx x p pW Q W Qp p

u t x u t x u u 
        

 0 0 0 0 0 0,2 ,2 ,21 '
1 2 0

( ( ) ( ) ( ) ( )( )k k k k s sxW W L WLp p p pp
C g g f f gS S Q SQ          

 0 0 0 0 2 2,2 ,2 ,2' 0 1
00 0

( , ') ),( )( ) ( )s s k k k kx WW W pp p
g t x g g SS S        (16) 

где постоянная 1C  не зависит от (0, )τ T  и 0 1k s  или 1 1k s  или 2 1k s  если соответствую-

щий оператор R  или 0R , или 1R  определяет условие Дирихле. Если оператор R  или 1R  или 2R  

задает условие типа Робина, то 0 0k s  или, соответственно, 1 0k s  или 2 0k s .  

Доказательство теоремы 1.  Утверждение о разрешимости задачи (1)–(3) из класса 

   1,2 1,2
1 2p pu W Q W Q    вытекает из теоремы 3 [17]. Наша задача – частный случай задачи рас-

смотренной в этой теореме. Однако, к сожалению у нас есть отличия в условиях гладкости на 

коэффициент β . Вообще говоря в [17] требуется, чтобы он принадлежал некоторому классу 
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Гельдера. Однако само утверждение теоремы 3 сформулировано для любого p . В нашем случае 

условие 2p n   гарантирует, как и в случае пространств Гельдера, справедливость соответст-

вующей теоремы о точечных мультипликаторах для пространств Соболева (лемма 2) и соответ-

ственно справедливость этой теоремы. Утверждение о дополнительной гладкости решения может 

быть легко доказано с помощью метода конечных разностей. Фактически, доказательство совпа-

дает с доказательством первой половины теоремы 4 [18, гл. 4, §2, п. 3], где вначале устанавлива-

ется дополнительная гладкость решений по касательным переменным. Обоснование того факта, 

что постоянная 1C  в (16) может быть взята не зависящей от τ  осуществляется по той же схеме, 

что и в доказательстве теоремы 2 в [17]. 
 

Основные результаты 

Приведем дополнительные условия на исходные данные. Пусть ( )t  – матрица с элемента-

ми ( , )ij j jt y  . Мы предполагаем, что  

  0 0 1( ) ( ) ( 1,2, , ), det 0 0, .j ju y u y i r t T           (17)  

 1
0 0 0 0( ) (0), ( ) (0, ) ( 1,2, , ), ( ) (0) ( 1, , ),

s
j i i p j iu y t W T i r u y i r r             (18)  

где 1  – некоторая положительная постоянная. Рассмотрим равенство (12) в точке (0, )jy :  

 
0

0 0 0

1

( )
(0, )( ( ) ( )) (0, ), (0, ) (0) (0, ).

r
j

j j j j j i i j

i

u y
B u y u y u y g y y y

N
  


   




          


  (19)  

Положив     10 0 , , 0r    ,  1, , rF F F  , получим систему  

 0
0 0 0 0

( )
(0) , (0, ) ( ) ( ) , 1,2,..., ,

j
j j j j j

u y
F F g y u y u y j r

N



  

 
        

 
 

которая в силу условия (17) имеет единственное решение 0 . Положим    0 1
0 , '

r

i ii
t x 


  , 

 1, , r    ,  0k k k    ,      0, ' , ' , 't x t x t x    . Тогда, чтобы было выполнено (12), 

необходимо  

 0 0 0
0 0 0( ') (0, ')( )( ') (0, '), ( ') ( '),   ' .

u u u
x x u u x g x x x x

N N N


  
    

    
  

 (20) 

Считая, что условия теоремы 1 выполнены, построим решение 0w  задачи сопряжения (1)–(3) 

на промежутке  0,T , где возьмем функцию 0  вместо  . Отметим, что в силу условия (15) и 

леммы 2,  0 0,2
0 0

s s
pW S  ,  0 0,2

' 0 0
s s

x pW S    и таким образом, условия теоремы 1 на коэффи-

циент β  выполнены. Условия (17), (18) и включение    1,2 / 2,
0 p k kw W Q C Q    

(  2 2 /n p    , 1,2k  ) гарантируют существование постоянных 0
20, 0    таких, что  

 0
0 2 0 0 2 0| ( ) ( , ) | 0 ( ), | ( ) ( , ) | 0, [0, ],  ( ).i j i jt w t y i r t w t y t i r                 (21)  

Сделаем замену 0u v w   в (1)–(4). Функция v  есть решение обратной задачи  

 
0

0, 0, 0,St t
Mv v Lv Bv v


      (22)  

 0 0 0 0( ) ( ) ( ), ,  ( , ') ,
v v v

v v v v w w t x S
N N N

  
  

       
       

  
 (23)  

 0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ), ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ).j i i j j i i jv t y t t w t y i r v t y t t w t y i r                  (24)  

Сформулируем основной результат. 

Tеорема 2. Пусть выполнены условия  A), (7)–(11), (13)–(15), (17), (18), (20)  . Тогда на неко-

тором промежутке  00,  существует единственное решение u  задачи  (1)–(4)  такое, что 

 1,2 0
p iu W Q


   1,2i  ,    0

00,
s

i pt W    1,2, ,i r  , причем     1,2 0
' 1,2 .x p iu x W Q i
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Доказательство. Достаточно доказать разрешимость вспомогательной задачи (22)–(24). По-

строим интегральное уравнение для нахождения вектор-функции α . Фиксируя функцию α  и 

применяя теорему 1 к задаче (22)–(23), мы построим отображение ( )α v α . Возьмем точку 

'iy   и функцию iφ   i r . Умножая уравнение (22) на iφ , имеем  

   00, , , 0,tt i iMw w Lw L v f w v w         (25)  

где    
, 1 , 1 1

, 2
n n n

i i i lk x ix lk ix k ixk l k l k
l k l k k

L v Lv L v a v a v a vx     
  

        . Равенства (25) можно пе-

реписать в виде  

  
1

0 0 1

, 1 1

, .
n n

t nn x ij x i xn n i j i
i j i

w a t x w a w a w a w f fx x



 

        (26)  

Отметим, что 0nna   для всех t,x . Имеем, что  1 ' 1, x pf f L Q  . В силу теорем вложения, 

       1 , ', ; 0, 0,n pf t x x C L l     с  1 1 /n p    , после может быть изменения на множе-

стве меры ноль (см. соотношения (3.1)–(3.3), (3.5), (3.6), следствие 4.3 в [19] и включение (5.7' ) в 

[20]). Рассмотрим уравнения  

        1 0, , ', , ', 1,2, ,it n nn i n ix i nn n
w t x a t y x w f t y x i rx    , (27)  

        1 0, , ', , ', 1, ,it n nn i n ix i nn n
w t x a t y x w f t y x i r rx     . (28)  

Дополним уравнения (27), (28) начальными и краевыми условиями  

     00
0, 0, , 0, .

n n
i n i i ix a x a

w x w t w i r



   

     (29)  

     00
0, 0, , 0, .

n
i n i i ix a x an

w x w t w i r



   

     (30)  

Решение iw  задачи (27), (29) (или (28), (30) соответственно) существует и единственно [2]. В 

случае если v,α  есть решение задачи (22)–(24), имеем, что    i n i i nw t,x =φ v t,y ',x . Перепишем 

условие сопряжения (23) в виде  

 0 0 0( , ') ( )( , ') ( )( , ') ( )( , '), 
nnn xa v t x v v t x v v t x w w t x                (31)  

Рассмотрим это условие в точке  it, y '  и используя (24), получим  

 0( , ') ( , ') ( )( , ')
nnn i x i ia t y v t y v v t y       

 0 0 0( )( , ')) ( )( , ')), 1,2, , ,i iv v t y w w t y i r          (32)  

  0( , ') ( , ') ( )( , ')
nnn i x i ia t y v t y v v t y       

 0 0 0( )( , ')) ( )( , ')), 1, , .i iv v t y w w t y i r r           (33)  

Искомая система для нахождения координат вектора α  имеет вид  

 0( , ') ( ( , ') ( , ) ( )( , ')i nn i ix in
t y a t y w t a v v t y        

 0 0 0( , ')) ( ( ) ( )( , ')) , 1,2,..., ,i i i iv t y t w w t y F i r        (34)  

  0( , ') ( ( , ') ( , ) ( )( , ')i nn i ix in
t y a t y w t a v v t y        

 0 0 0( , ')) ( ( ) ( )( , ')) , 1,..., .i i i iv t y t w w t y F i r r          (35)  

Отметим, что в силу (21) знаменатели в этих равенствах строго отделены от нуля на проме-

жутке 0[0, ] . Здесь v  – решение задачи сопряжения (22)–(23), а функции iw  – решения задач 

(27), (29) и (27), (30) соответственно. Она также может быть переписана в виде  

    1 ,F R     (36)  

где координаты вектора F  определены равенствами (34), (35). Отметим, что лемма 2 гарантирует 

оценку  
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    0 0
1 .0, 0,s s

W Wp p
F c F 

   (37) 

Покажем, что оператор  R   является сжимающим в некотором шаре 

   0
0

00
{ 0, : }0,

s
s

WR p p
B W R       и переводит его в себя. Возьмем 0  . Тогда в силе един-

ственности решений задачи сопряжения (22)–(23) ( ) 0v v   , в этом случае вектор  0F  запи-

шется в виде  

      0 0 00 , ' , ( ( ) ( )( , ')), 1,2,..., ,
ni nn i ix i iF a t y t a t w w t y i r        

      0 0 00 , ' , ( ( ) ( )( , ')), 1,..., ,
ni nn i ix i iF a t y t a t w w t y i r r          

где iω  решения задач (27), (29) или (28), (30)  соответственно, где правые части в (27) и (28)  

равны нулю. Положим   0
1

0 0 (0, )
2 0 s

Wp
R F



  . Получим оценки, считая, что 
0RB  и 0  . 

Из теоремы 1 вытекает оценка  

    
1 2

1 2

1,2 1,2( ) ( ) 1,2 1,2' ' 0( ) ( )
, , ( )W Q W Q x xp p W Q W Qp p

v v v t x v t x c 
              

 0 0 0 0,2 ,20 0 ' 0 0
0 0

( ) ( ( ) ( ))( , ')) ),( ) ( )s s s sxW Wp p
w w v v w w t xS S                 (38)  

где постоянная 0c  не зависит от τ . Воспользовавшись леммой 2, получим, что первое слагаемое 

0J  в правой части здесь оценивается через  

 ,20 0 0 0 ,20 00 0

,2
( )0 1 0 0 ( )0

( ).( ) s s s sp p

s s
W W S W Sp

J c v v w wS          (39)  

Второе слагаемое 1J  оценивается через  

 ,20 00 0 0 0
0

,2,21 2 ' 0 0 ( )00
( ( ( ) ( )( , ') )( )( ) s s

p
s ss sx WW W Spp

J c v v w w t xSS 


           

 0 0 0 0 0 0
,2 ,2 ,2' ' 0 00 0 0

( ( ) ( )( , ') ).( ) ( ) ( )
s s s s s sW x xW Wp p p

v v w w t xS S S
            (40)  

В силу леммы 2 имеем оценку  

    0 0 0 0
,2 ,2'0 0

s s s sW x Wp p
S S
 


     

 

 
     0 0 0 0

0

0,2 ,23 ' 4
0 0

1

,0,
0,

r
s

s s s s Wi i x iW W pp psi Wp

c cS S 
  



 
     

 
  (41)  

где постоянная 4c , равно как и постоянные 0 3c c , не зависит от τ . Далее, у нас имеет место 

оценка  

 0 0 0 0,2 ,2'
0 0

( ) ( )( ) ( )s s s sxW Wp p
v v v vS S          

    
1 2

1 2

1/ 2 1,2 1,2( ) ( ) 1,2 1,25 ' '( ) ( )
, , ,W Q W Q x xp p W Q W Qp p

c v v v t x v t x 
   

 
     

 
 (42)  

которая была получена в доказательстве теоремы 3 в [17]  (см. неравенства (50)–(52)). Приведем 

краткое доказательство. Оценим первое слагаемое в (42). Второе оценивается точно так же. Име-

ем  

 
 1 0

0 10 01 (0, )(0, )
0 0 0

| ( ) ( ) |
.

| |

p
pp ps s p

s ss p s p WW pp

v v t v
v dt dtd v

t t

  




 



  
 




  


    (43)  

Отсюда вытекает, что  

      1/ 2
0 1 .; 0, ; 0,

s s
L Lp pp p

v vW W 
    (44)  
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По лемме 1 правая часть оценивается через  1 2

1/ 2 1,2 1,2( ) ( )W Q W Qp p
C v v   . Таким образом, 

имеем неравенство:  

        0 0
1 2

1/ 2 1,2 1,2; 0, ; 0, ( ) ( ) .s s
p p p pL W L W W Q W Qp p

v v C v v    
     (45)  

Оценим нормы   1 1/0, ; p
L pp

v W
   . Например, для функции +v  имеем, что  

            1,2
1,2 2

2 2

1/ 2 1/ 2 1/ 211 1/
6 7 82

.0, ;0, ; p
Lp p

p
LL W Qpppp Q W Q

c vv c v v c vW GW 
 

 
     (46)  

Здесь мы воспользовались теоремой о следах [13, теорема 4.7, с. 412] и соответствующей 

оценкой    
1 1/

1
2

1
p

p
p

W
W G

v c v
 

  , интерполяционным неравенством  

     1 2
2 2

2

1/ 2 1/ 2

p p
p

W G W G
L G

v C v v    и неравенством    0, 0,p p
L t L

v v 
     0, 0v x  , вытекаю-

щим из формулы Ньютона–Лейбница. Здесь все постоянные не зависят от τ . Аналогично для 

функции v  имеем  

     1,2
1

1/ 21 1/
90, ; p

p
L W Qpp

v c vW 
    (47)  

Таким образом, справедливо неравенство (42). Из (38)–(42)  вытекает неравенство  

    
1 2

1 2

1,2 1,2( ) ( ) 1,2 1,2' '( ) ( )
, ,W Q W Q x xp p W Q W Qp p

v v v t x v t x 
         

              
1/ 2 1,2 1,20 1,2 1,210 ' '1 2

1 2
, ,0,

s
W W W x xp p p W Wp p

c v v v t x v t xQ Q Q Q
      

 
     

 
 

 

 0 0 0 0 0
0 0

,2 ,210 0 0 ' 0 0( ) ( )
( ( )( , ') ( )( , ') ).(0, )s s s s sW xW S W Sp p p

c w w t x w w t x 
         (48)  

Выбрав 1τ  такое, что 1/ 2
10 0 1 1/ 2c R   , из (48)  получим, что при  0

2 1min ,      имеет ме-

сто неравенство  

            
1,2 1,2

1,2 1,2' '1 2
1 2

, ,W W x xp p W Wp p
v v v t x v t xQ Q Q Q

           

 0 0 0 0 0
0 0

,2 ,210 0 0 ' 0 0( ) ( )
2 ( ( )( , ') ( )( , ') ).(0, )s s s s sW xW S W Sp p p
c w w t x w w t x 

        (49)  

Пусть  1 2 0
, , ,

i i i ir RB       ( 1,2i  ) и iv  – соответствующие решения задачи (22), (23), 

c функциями 
1

r

i ij j

j

 


    1,2i   вместо α . Имеет место оценка (49), где в правой части стоят 

соответствующие нормы  0 0,
si Wp

  . Тогда разности 1 2v v   , 1 2     есть решение за-

дачи  

 00, 0, 0, ,S ttMv L B
N N

 
   

 



 
     

 
 (50)  

 1 2
0 1 2 1 2 0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ).

2 2
v v v v w w

N

  
     


         

         


 (51)  

Пусть 1 2    . Задача (50), (51) имеет тот же вид, что и задача (22), (23), поэтому при 

2τ τ  имеет место та же оценка (49), которая запишется в виде  

            
1,2 1,2

1,2 1,2' '1 2
1 2

, ,W W x xp p W Wp p
t x t xQ Q Q Q
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 0
,20 0

0

10 1 2 1 2 0 0
( )

1
2 ( ( )(0, ) 2 s s

p

s
Wp W S

c v v v v w w 
            

 
0 0

' 1 2 1 2 0 0 ,2
0

1
( ( ) ) ).
2 ( )

x s s
Wp

v v v v w w
S

             (52)  

Из оценок (42), записанных для функций 1 2,v v , и (52) вытекает неравенство  

    
1 2

1 2

1,2 1,2( ) ( ) 1,2 1,2' '( ) ( )
, ,W Q W Q x xp p W Q W Qp p

t x t x 
           

   ,20 0 0 0
0

,2011 0 0 ' 0 0( ) 0
( ( ) ),0, ( )s s

p

s s sxW W S Wp p
c w w w w S 

        (53)  

где постоянная 11c  не зависит от  . Пусть j
iw   1,2j   – решения задач (27), (29) и (27), (30)  c 

новыми правыми частями, где вместо v  стоят функции iv , и 0
iw   . Тогда разности 

1 2
i i ik = w w  есть решения задач  

      
1

0 0 0
'0

, 1 1

, , , , , ,
ij

n n

x yit nn i n ix ij z z i z i i i nn n i i
i j i

k a t y x k a a a L f t y xx     




 

         (54)  

  00
0, 0, 0 ,

n n
i i it x a x a

k k k i r
   

     (55) 

  00
0, 0, 0 .

n n
i i it x a x a

k k k i r
   

     (56)  

Из известных свойств параболических задач (см., например, [2]) имеем оценку  

          
0

1,2 1,2

1
0

0, , 0, ,
1

r

i iW Wp p
i i r

r
k ka a a a   

 

    


   

          
0

13

1
0

.0, , 0, ,
1

r

i iL Lp p
i i r

r
c f fa a a a   

 

 
      

   (57) 

Пусть, например, 0i r . Имеем  

                14, ', , , 1 / ,
; 0, ,0, , si i n i WL ppp

f t y x c f t x J s n p
L a aa a   

   
   

 (58)  

в силу теорем вложения (см. следствие 4.3 и соотношения (3.1)–(3.12) в [19]). Далее используем 

неравенства, вытекающие из соответствующих интерполяционных теорем (см. следствие 4.3 и 

соотношение (3.7) в [19]).  

               
1

1 115 , , ,2 1 .
; 0, , ; 0, ,i iW Wp pp p

J c f t x f t x s
L a a L a a

 


   



  
     

 (59) 

Ввиду замечания 5.3 (c) в [19] норма в последнем пространстве может быть определена как  

       
1

1

( ; ((0, ) ( , )))

sup , , 1/ 1/ 1,; 0, ,
q

i iW pp
W L a aq

f f p qL a a
  

 

   

      

где скобки обозначают продолжение скалярного произведения в 2L  до отношения двойственно-

сти между соответствующими пространствами. Исходя из определения if  и условий на коэффи-

циенты имеем  

            1 1
1 16 1 20, ; 0, ;; 0, , L Li W p pp ppp

f c W G W GL a a    
 

     
 

 

    
1/ 2 1,2 1,2

17 1 2
,W Wp p

c Q Q   
 

 
 

 (60)  

где постоянная 1c  не зависит от τ . Последняя оценка получается, если мы применим интерполя-

ционное неравенство  
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1/ 2 1/ 21

18 20, ;
0, ;0, ;

L p ip LL p ipp ip

v c v vW G
L GW G




  

и оценку       ,0, ; 0, ;L t Lp ip p ip
v vL G L G   вытекающую из формулы Ньютона–Лейбница, 

а затем оценим полученные нормы через норму в  1,2
p iW Q . Оценки (59), (60)  влекут, что  

       
   

1

1 / 2
1,219 ' ( )

, , ,
0, ,i i n x i W QL pp

f t x x c t x
a a 


  

 


  
 

 

 11,2 1,2 1,2 1,21,2' 1 2 1 22
( , ) ( ) ( ) .( ) ( ) ( ) ( )( ) W W W Wx i W p p p pp
t x Q Q Q QQ

              (61)  

где 19c  – постоянная не зависящая от τ . Как вытекает из неравенства (53), неравенство (61)  

можно переписать в виде  

       
 

 
1 / 2

020 0, , , .0,0, ,
s

i i n WL pp
f t x x c i r

a a


   


 
 

 (62)  

Очевидно, что такая же оценка имеет место и в случае 0i r . Из (57), (62) вытекает неравен-

ство  

         
 

 
0

1 / 2
1,2 1,2 021

1
0

.0,0, , 0, ,
1

r

s
i i WW W pp p

i i r

r
k k ca a a a


     



 

    


   

В частности, отсюда вытекает оценка  

  
 

 
 0

1 / 2
022

0,
1

, .0,s
p

r

s
iz Wn pW

i

k t a c



  





  (63)  

Оценим 01 2 (0, )
( ) ( ) s

Wp
R R


  . Из (37) вытекает оценка  

 0 01 2 23 1 2(0, ) (0, )
1

( ) ( ) ( ) ( ) .
r

s si iW Wp p
i

R R c F F
 

   


    (64)  

Рассмотрим первое слагаемое в координате 1 2( ) ( )i iF F  . Пусть, например, 0i r . Оно за-

писывается в виде  

     1 2
1 0 0, ' , / ( ) ( )( , ')

n nnn i ix ix i iJ a t y t a t w w t y         

В силу леммы 2 и неравенства (63) имеем  

      
1 2 1

1 201 24 20
,0,0, 0,

ss s Wiz izW pn np Wp

J c c


      
     (65) 

где все постоянные не зависят от τ , 1  – положительная постоянная. Рассмотрим второе слагае-

мое  

    2 0 0 0, ' / ( ) ( )( , ')i i iJ w w t y t w w t y         . 

В силу леммы 2 имеем  

0 02 25

1

( )( , ') .(0, ) (0, )

r

s siW Wp p
i

J c t y  
 



   

Справедливы очевидные оценки (лемма 1, (53)  и теоремы вложения (см. [19]))  

         1 010
, ' , '

; 0,0,
ssi WW ppp

w t y c w t x
W




  


 

          0 026 ' , ' , '
; 0, ; 0,

s s
x L Lp pp p

c w t x w t x
W W
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1/ 2

1 127 ' , ' , '
; 0, ; 0,

s s
x L Lp pp p

c w t x w t x
W W

  
 

 
 
   

  
 

 

          
1/ 2 1/ 2

01 21,2 1,228 ' 29, , ' ,0,
s

Wx W W pk kp p
c w t x w t x c

Q Q       
 
    

 
 

 

где 0i r  и 1k   в случае функции +ω  и k = 2  и 0i r  в случае функции ω . Таким образом, 

справедлива оценка  

    
1/ 2

01 202 30 .0,0,
ss WW pp

J c        (66)  

для некоторой не зависящей от τ  постоянной 30c . Оценка последней разности  

   3 1 1 2 2 0 0( , ) ( , ) / ( ) ( )( , (0))i
i i iJ t x t x t w w t x           

получается аналогично, и имеем, что найдутся постоянные 3 0   и 8c  такие, что  

    
3

01 203 31 .0,0,
ss WW pp

J c


       (67)  

Окончательная оценка, как вытекает из (65), (66), (67) имеет вид  

    
   

0
01 2 1 2310

,0,
0,

s
s WpWp

R R c


     
    (68) 

где показатель 0  минимальный из полученных в доказательстве и постоянная 31c  не зависит от 

τ . Возьмем в качестве 0  число со свойством 0 2  , 0
31 0 1/ 2c


  . В этом случае оператор R  

переводит шар 
0RB  в себя и является в нем сжимающим. Следовательно, уравнение (36)  имеет 

решение  0
00,

s
pW  . Найдем решение задачи сопряжения v . Покажем, что мы нашли реше-

ние нашей обратной задачи. Достаточно показать, что у нас выполнены условия переопределения 

(24). Мы имеем равенства (32), (33) и равенства (34), (35), откуда вытекает, что  

 0 0 0( , ') ( , ) ( )( , ') ( ( ) )( , ')) ( )( , ')nn i ix i i i in
a t y w t a v v t y t v t y w w t y              , (69)  

при 0i r  и при 0i r  имеем  

 0 0 0( , ') ( , ) ( )( , ') ( ( , ') ( )) ( )( , ')nn i ix i i i in
a t y w t a v v t y v t y t w w t y               (70)  

Вычитая (32) и (69), соответственно, (33) и (70), получим  

 0( , ')( ( , ') ( , )) ( ( )) ( ( , ') ( , )),   1,2, , ,nn i x i ix i in n
a t y v t y w t a v t v t y w t a i r             (71) 

 0( , ')( ( , ') ( , )) ( ( ) ) ( ( , ) ),   1, , ,nn i x i ix in n
a t y v t y w t a t v w t a v i r M              (72)  

Функция 0i iw v  удовлетворяет уравнению (26). Возьмем в этом уравнении ix' = y '  и вы-

чтем его из равенства (27)  при 0i r  и из (28)  при 0i r . Получим равенство  

          0 0, , ', , ', , , 0,
n n n nit n it i n nn i n ix x ix x i nw t x w t y x a t y x w w t x x     (73) 

где 1,2, , .i r   Функции    0, , ,i i n i i nw w t x w t x x   удовлетворяют уравнению (73), начальному 

условию 
0

0i t
w


  и в силу (71), (72)  граничным условиям  

         0, , , , , 0, 1,2, , ,
nnn i ix i ia t x w t a w t a w t a i r         (74)  

         0, ' , , , , 0, 1, , .
nnn i ix i ia t y w t a w t a w t a i r r         (75) 

В силу единственности решений смешанной начально-краевой задачи 

   0, , ',i n i i nw t x w t y x . Следовательно, выполнены равенства  0 , ', 0i i iw t y a    для всех 0i r  

и  0 , ', 0i i iw t y a    для всех 0i r . Поскольку локально по времени задача сводится к уравне-

нию со сжимающим оператором, то утверждение о единственности решений здесь очевидно. 
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Замечание. Все результаты справедливы и в случае более сложной задачи когда вместо од-

ного условия сопряжения мы рассматриваем несколько условий, скажем в точках 1 2, , ,n mx l l l   

и неизвестными являются несколько коэффициентов теплопередачи. На каждом из сечений 

n ix l  в некотором наборе точек у нас, как и ранее, заданы значения решения в качестве условий 

переопределения. Соответствующие условия на данные легко формулируются. 
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ON DETERMINING THE COEFFICIENT OF HEAT EXCHANGE  
IN STRATIFIED MEDIUM 

 

V.A. Belonogov 
Yugra State University, Khanty-Mansiysk, Russian Federation 
E-mail: vladimir.belonogow@yandex.ru 
 

Abstract. In the article we consider the well-posedness in Sobolev spaces of the inverse problems of 

determining the heat exchange coefficient at the interface which is included in the transmission condi-

tion of the imperfect contact type. In a cylindrical spatial domain, a second-order parabolic equation is 

considered. The domain is divided into two sub-domains, on the common part of the boundary of which 

the transmission condition is set. The heat exchange coefficient included in the transmission condition is 

sought as end segment in series with time-dependent unknown Fourier coefficients. The equation is sup-

plemented with general boundary conditions and initial conditions, as well as overdetermination condi-

tions. The ovedetermination conditions are the values of a solution at some points lying in the spatial 

domain. Under natural smoothness conditions for the data and the location of the measurement points, 

the existence and uniqueness theorem local in time is demonstrated. The obtained solution to the prob-

lem is regular, i. e., all generalized derivatives included in the equation are summable to some power, 

and the equation holds almost everywhere. The method is constructive, and the approach allows to de-

velop numerical methods for solving the problem. The proof is based on a priori estimates obtained and 

the fixed-point theorem. 

Keywords: inverse problem; transmission problem; heat transfer coefficient; parabolic equation; 

heat and mass transfer. 
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