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Аннотация. Рассматривается одна обратная задача типа управления об 

определении старшего коэффициента одномерного параболического урав-

нения. Рассматриваемая задача является вариационной постановкой коэф-

фициентной обратной задачи для параболического уравнения. Искомый ко-

эффициент параболического уравнения зависит от пространственной пере-

менной. Для параболического уравнения задано интегральное граничное 

условие. Роль управляющей функции играет искомый старший коэффици-

ент параболического уравнения, являющийся элементом пространства Со-

болева. Множество допустимых управляющих функций принадлежит про-

странству Соболева. Целевой функционал для задачи управления составлен 

на основе интегрального условия переопределения заданной в обратной за-

даче. Это условие может быть интерпретировано как задания средневзве-

шенного значения решения рассматриваемого уравнения по временной пе-

ременной. Решение краевой задачи для параболического уравнения, при 

каждом заданном  управляющей функции, определяется как обобщенное 

решение из пространства Соболева. Доказано существование решения рас-

сматриваемой обратной задачи типа управления. Введена сопряженная 

краевая задача для рассматриваемой задачи управления. Доказана диффе-

ренцируемость по Фреше целевого функционала на множестве допустимых 

управляющих функций. Кроме того, введена вспомогательная краевая за-

дача и с использованием решения этой задачи найдена формула  для гради-

ента целевого функционала. Получено необходимое условие оптимальности 

допустимой управляющий функции.  

Ключевые слова: параболическое уравнение; коэффициентная обратная за-

дача; интегральные условия; вариационная постановка. 
 

Введение  

В работах [1–5] и др. изучены обратные задачи типа управления для параболических уравне-

ний при классических граничных условиях и локальных условиях переопределения. Такие задачи 

при нелокальных условиях менее исследованы [6]. 

В данной работе рассматривается обратная задача типа управления об определении старшего 

коэффициента одномерного параболического уравнения при интегральных условиях. Доказано 

существование решения задачи. Найдена формула  для градиента целевого функционала на мно-

жестве допустимых управлений из пространства Соболева и получено необходимое условие оп-

тимальности для допустимого управления.  
 

Постановка обратной задачи типа управления 

В работе для функциональных пространств и их норм используем  обозначения из [7, с. 12–

15]. Через  1
2,0 0,W l  (соответственно    1,0 1

2,0 2,0,V Q W Q ) будем обозначать подпространство 

функций из  1
2 0,W l  (соответственно    1,0 1

2 2,V Q W Q ), равных нулю при 0x  . Через 1 2, ,M M  

обозначаем положительные постоянные входящие в получаемые оценки. 

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления для линейного параболического 

уравнения: пусть требуется найти пару функций       , , ; ,u u x t u x t x     , минимизирую-

щих функционал  

       

2

0 0

, ;

l T

J t u x t dt x dx      ,                                              (1) 
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при условиях  

           , , , , , :0 , 0t x x
u x u a x t u f x t x t Q x t x l t T         ,                 (2) 

   ,0 , 0 ,u x x x l                                                            (3) 

 0, 0,u t           
0

, , , , 0

l

xl u l t H x t u x t dx t T    ,                                 (4) 

            1
2 0, :0 , . . 0,x V x W l x x d п в на l                .            (5) 

Здесь 0, , , 0l T d     – некоторые постоянные,            , , , , , , , ,a x t f x t x H x t t x    – из-

вестные измеримые функции, удовлетворяющие следующие условия: 

 , ,a x t     1 2, , , п.в.наtH x t H x t Q   ,        1
2 2,0, , 0, ,f x t L Q x W l 

 

       2 20, , 0, ,t L T x L l  
 
 1 2, const 0    ,                                    (6) 

 x   – управление, V  – множество допустимых управлений. 

Отметим, что задача (1)–(5) является вариационной постановкой обратной задачи для пара-

болического уравнения (2) об определении  функций     , ; ,u x t x  , удовлетворяющих услови-

ям (3)–(5) и условию переопределения интегрального вида  

          
0

, ; , 0

T

t u x t dt x x l     .                                                (7)  

В работе [8] изучена обратная задача об определении старшего коэффициента параболиче-

ского уравнения с интегральным условием переопределения в традиционной постановке.    

Функция       1,0
2,0, , ;u x t u x t V Q   называется обобщенным решением из  1,0

2V Q  краевой 

задачи (2)–(4), если        

         
0 0

, , , ,

T l

t x x

Q

u x u a x t u dxdt H x t u x t dx l t dt    
 

       
  

    

     
0

,0 ,

l

Q

x x dx f x t dxdt     ,                                                  (8) 

для всех         1 1
2,0 2,0
ˆ, : , , 0x t W Q W Q x T         . 

Из результатов работы [9] следует что, для каждого  x V   , краевая задача (2)–(4) име-

ет единственное обобщенное решение из пространства  1,0
2V Q . Кроме того, его обобщенное ре-

шение принадлежит также пространству   1
2,0W Q  и верна оценка 

 
 

 1 1

12, 2, 0, 2,Q l Q
u M f  

  
.                                                    (9) 

 

Существование решения обратной задачи типа управления  

Теорема 1. Пусть выполнены условия (6). Тогда для задачи (1)-(5) существует хотя бы одно 

оптимальное управление. 

Доказательство. Возьмем какую-либо точку υ V . Пусть последовательность  kυ V  та-

кова, что   

kυ υ   слабо в  1
2 0,W l .                                                      (10) 

Тогда из компактности вложения    1
2 0, 0,W l C l   [7, с. 78] следует, что  

kυ υ   сильно в  0,C l .                                                       (11) 

Положим    k k ku =u x,t =u x,t;υ . Тогда полагая ,k ku u υ=υ  в (1)-(3) и учитывая оценку (9) 

для функции ku u , получим  
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1

22,
1,2,k Q

u M k  .                                                      (12) 

Тогда из (12) в силу теоремы вложения [7, с. 78] существует подпоследовательность { }
mku  

такая, что 

mku u   слабо в  1
2W Q  и сильно в  2L Q ,                                    (13) 

где    1
2,0u= u x,t W Q  – некоторая функция. 

Для функций  ,
m mk ku u x t  справедливы тождества 

         
0 0

, , , ,
m m m m m

T l

k t k k x x k k

Q

u η + x u η +a x t u η dxdt H x t u x t dx η l t dt =
 

     
  

    

        
0

, 1,2,

l

Q

x η x,0 dx f x t dxdt k     ,    1
2,0
ˆ,x t W Q    .                 (14) 

Используя (10)–(13), доказываем, что 

   
m mk k x x x x

Q Q

υ x u η dxdt υ x u η dxdt  ,                                            (15) 

           
0 0 0 0

, , , , , ,
m

T l T l

kH x t u x t dx η l t dt H x t u x t dx η l t dt
   

   
      
    .                     (16) 

Из (14) при mk   с помощью (13), (15), (16) получаем (8). Следовательно, 

   u x,t = u x,t;υ . Тогда согласно (13), справедливо соотношение   

   
mku x,t;υ u x,t;υ   сильно в  2L Q .                                         (17) 

Тогда из единственности решение задачи (2)–(4) следует, что соотношение (17) справедливо 

для всей последовательности  ku , т. е. 

   ku x,t;υ u x,t;υ   сильно в  2L Q .                                        (18) 

Из (18) следует, что    kJ υ J υ  при k  , т. е. функционал  J υ  слабо непрерывен на 

V . Тогда из результатов работы [10, c. 49, 51] следует, что справедлива теорема 1.  
 

Дифференцируемость функционала цели и необходимое условие оптимальности 

Введем сопряженную краевую задачу для задачи (1)–(5):  

        , , ,t x x
x a x t H x t l t                 

0

2 , ; , ,

T

u x d x t x t Q      
 

  
  
 ,    (19) 

 , 0, 0 ,x T x l                                                             (20) 

   0, 0, , 0, 0xt l t t T     .                                              (21) 

Пусть    , , ;x t x t      есть обобщенное решение краевой задачи (19)–(21) из  1,0
2V Q , 

т. е. эта функция принадлежит пространству  1,0
2,0V Q  и удовлетворяет интегральному тождеству 

               
0

, , , 2 , ;

T

t x x

Q Q

x a x t H x t l t dxdt u x d x t dxdt              
   

          
    

    

        1 1
2,0 2,0, : , ,0 0x t W Q W Q x          .                               (22) 

Можно показать, что задача (19)–(21) однозначно разрешима в пространстве  1,0
2V Q . Кроме 

того,      1
2,0, , ;x t x t W Q       и  



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2022, vol. 14, no. 1, pp. 35–41 

38 

         
1

32,
0 2,

, ;

T

Q

Q

M u x d x t       
 

  
  
 .                                   (23) 

Для оценки нормы в правой части (23) используем неравенство Коши–Буняковского и, учи-

тывая (9), имеем    

 
   

    
1 1

42, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0,Q T l Q l
M f      

  
.                                (24) 

Пусть функция    1
2; 0,x W l     является обобщенным решением из  1

2 0,W l  следую-

щей вспомогательной краевой задачи: 

   
0

, ; , ; , 0

T

x xu x t x t dt x l         ,                                     (25) 

   0 0l    .                                                            (26) 

Для решения краевой задачи (25), (26) справедливо тождество 

         1
2

0 0 0

, ; , ; , 0,

l l T

x xdx u x t x t dt dx x W l        
 

       
 
 

    .             (27) 

Задача (25), (26), при каждом заданном  x V   , имеет единственное обобщенное реше-

ние    1
2; 0,x W l     [11, с. 39, теорема 4]. Кроме того, полагая в (27) ,   используя огра-

ниченность вложения    1
2 0, 0,W l C l  и неравенство Коши–Буняковского, имеем  

     
 12 2

50, 2, 0, 2, 2,
0

l

x x x xC l l Q Q
Q

dx u dxdt M u         
   . 

Отсюда следует оценка 

 
 1

52, 0, 2, 2,x xl Q Q
M u  .                                               (28) 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (6). Тогда функционал  J   непрерывно дифферен-

цируем по Фреше на множестве V  и справедлива формула  

   ; , 0J x x l      .                                               (29) 

Доказательство. Пусть V  – некоторый элемент,  1
2 0,W l  -приращение этого эле-

мента и V   . Через      , , ; , ;u x t u x t u x t       обозначим приращение решение 

краевой задачи (2)–(4). Тогда ясно, что u является обобщенным решением из  1
2W Q  краевой 

задачи  

      , ,t x x xx
u u a u u x t Q           ,                                 (30) 

 ,0 0, 0u x x l    ,                                                         (31) 

 0, 0,u t                  
0

, , , , , 0

l

x xl l u l t H x t u x t dx l u l t t T          .  (32) 

Решение краевой задачи (30)–(32) удовлетворяет тождеству 

        1
2,0
ˆ, , ,t x x x x

Q Q

u u a u H u l t dxdt u dxdt x t W Q                         , (33) 

и можно показать, что для него верна оценка 

 1,0
2

6 2,xQ V Q Q
u u M u     . 

Отсюда, учитывая ограниченность вложения    1
2 0, 0,W l C l  и оценки (9), имеем 

   
 1

6 6 70, 2, 0,2, 2,x xQ C l lQ Q
u M u M u M         .                           (34) 
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Приращение      J J J       функционала (1) представим в виде   

               

2

0 0 0 0 0

2 , ; , ,

l T T l T

J u x d x u x d dx u x d dx              
   

       
    

     .  (35)
 

Используя (22) при u    и (33) при   , получаем равенство  

           
0 0 0

2 , ; ,

l T T

x x x

Q

u x d x u x d dx u u dxdt           
   

       
    

    . 

Учитывая это равенство в (35), получим 

  x x

Q

J u dxdt R      ,                                                     (36) 

где 

   

2

0 0

,

l T

x x

Q

R u x d dx u dxdt            .                                     (37)
 

В равенстве (27) положим    . Тогда учитывая полученное равенство в (36), имеем  

   
0

l

J dx R           ,                                                  (38) 

Используя неравенство Коши–Буняковского, ограниченность вложения    1
2 0, 0,W l C l  и 

оценки (22), (34), имеем  

       

2

2 2

2, 0, 2, 0, 2, 2,
0 0

,

l T

x x x xT Q C l Q Q
Q

R u x d dx u dxdt u u                      

   
    

    
  

2 2 2
2 1 1 12

7 7 82, 0, 2, 0, 2, 0, 2, 0,2,xT l l lQ
M M M           

Тогда из (38) следует, что функционал (1) дифференцируем по Фреше на V  и верна формула 

(29). Рассуждая аналогично работе [12],  нетрудно показать, что отображение  1
2: 0,J V W l   

непрерывно.  Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия (6) и  x V     – оптимальное управление  в зада-

че (1)–(5). Тогда для любого  x V    выполняется неравенство 

                    
0

; ; 0

l

x x x x x x dx          
        .                            (39) 

Справедливость этой теоремы следует из [10, с. 28, теорема 5]. 
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INVERSE CONTROL-TYPE PROBLEM OF DETERMINING HIGHEST COEFFICIENT 
FOR A ONE-DIMENSIONAL PARABOLIC EQUATION 
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Abstract. In this paper, we consider one inverse control-type problem of determining the leading 

coefficient of a one-dimensional parabolic equation. The problem under consideration is a variational 

statement of a coefficient inverse problem for a parabolic equation. The sought for coefficient of the 

parabolic equation depends on the spatial variable. An integral boundary condition is set for the parabol-

ic equation. The desired highest coefficient of the parabolic equation plays role of the control function, 

which is an element of the Sobolev space. The set of admissible control functions belong to the Sobolev 

space. The objective functional for the control problem is compiled based on the integral 

overdetermination condition set in the inverse problem. This condition may be interpreted as tasks of a 

weighted mean of the solution of the equation under consideration as per time variable. The solution of 

the boundary value problem for a parabolic equation, for each given control function, is defined as a 

generalized solution from the Sobolev space. The existence of a solution of the considered inverse con-

trol-type problem is proved. An adjoint boundary value problem for the control problem under study is 

introduced. The Frechet differentiability of the objective functional in a set of admissible control func-

tions is proved. In addition, an auxiliary boundary value problem is introduced; and using the solution of 

this problem, an expression for the gradient of the objective functional is found. The necessary optimali-

ty condition for the admissible control function is obtained. 

Keywords: parabolic equation; coefficient inverse problem; integral conditions; variational state-

ment. 
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