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Аннотация. Исследуются условия разрешимости одного класса крае-

вых задач для нелокального бигармонического уравнения в единичном ша-

ре с условиями Неймана на границе. Нелокальность уравнения порождает-

ся некоторой ортогональной матрицей. Исследованы существование и 

единственность решения поставленной задачи Неймана и получено инте-

гральное представление решения через функцию Грина задачи Дирихле для 

бигармонического уравнения в единичном шаре. 

Сначала устанавливаются некоторые вспомогательные утверждения: 

приводится функция Грина задачи Дирихле для бигармонического уравне-

ния в единичном шаре, выписывается представление решения задачи Ди-

рихле через эту функцию Грина, находятся значения интегралов от функ-

ций, возмущенных ортогональной матрицей. Затем доказывается теорема о 

представлении решения вспомогательной задачи Дирихле для нелокально-

го бигармонического уравнения в единичном шаре. Решение этой задачи 

выписывается с использованием функции Грина задачи Дирихле для 

обычного бигармонического уравнения. Приводится пример решения про-

стой задачи для нелокального бигармонического уравнения. Далее сформу-

лирована теорема о необходимых и достаточных условиях разрешимости 

задачи Неймана для нелокального бигармонического уравнения. Доказа-

тельство основной теоремы опирается на две леммы, с помощью которых 

удается преобразовать условия разрешимости задачи Неймана к более про-

стому виду. Решение задачи Неймана представляется через решение вспо-

могательной задачи Дирихле. 

Ключевые слова: нелокальный оператор; задача Неймана; бигармоническое 

уравнение; условия разрешимости; функция Грина. 
 

Введение. Краевые и начально-краевые задачи для нелокальных аналогов классических 

уравнений исследовались в работах [1–6]. Многочисленные приложения нелокальных уравнений 

и нелокальных краевых задач для эллиптических уравнений к задачам физики, техники и других 

отраслей науки описаны в [7, 8]. Краевые задачи для эллиптических уравнений второго и четвер-

того порядка с инволюцией как частные случаи нелокальных задач рассматриваются в [9–13]. В 

работе [14] исследовалась задача Дирихле для полигармонического уравнения. Данная работа 

продолжает эти исследования.  

Пусть { :| | 1}nx x    – единичный шар в n , 2n  , а { :| | 1}nx x     – единичная 

сфера и S  – действительная ортогональная матрица TSS E , для которой существует натураль-

ное число l  такое, что lS E .  

Пример 1. Пусть каждому x  соответствует точка Sx x  . В этом случае S E  . Ясно, 

что  · TS S E E E     и 2S E . Значит, 2l  . 

Рассмотрим нелокальный бигармонический дифференциальный оператор  

 2 1

1

( )
l

k
k

k

Lu x a u S x



  , 

где 1 1, ,..., la a a  – некоторые действительные числа и l . Исследуем в   следующую задачу.  

Задача Неймана. Найти функцию 4 2( ) ( ) ( )u x C C    , удовлетворяющую следующим ус-

ловиям:  
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( ) ( ),Lu x f x x   ,                                                              (1) 

2

0 12

( ) ( )
( ), ( )

u x u x
g x g x

  

 
 

 
,                                                 (2) 

где   – внешняя единичная нормаль к  .  

Вспомогательные утверждения. Для исследования поставленной выше задачи нам понадо-

бятся некоторые вспомогательные утверждения.  

Наряду с задачей (1), (2) рассмотрим также вспомогательную задачу (1), (3) 

0 1

( )
( ) ( ), ( )

u x
u x g x g x





 


,                                                  (3) 

Пусть 

2

1

i
le



   – примитивный корень l -й степени из единицы и 

2

1

k
i

kl
k e



   . Обозначим 

1
1 0 1 1

1 1

l l
qk k k

k l l q q q k
q q

a a a a     
 

 

      . 

Пусть  

1
1

1 1l

j j
k kk

c
l  



       (4) 

при 1,2, ,j l . Введем операторы 

1
1

1 1

( ) ( ) ( )k

l l
k

L k kS
k k

I v x a I v x a v S x


 

   ,    1

1

( ) ( )
l

k
L k

k

J v x c v S x



 .  (5) 

В работе [15] было определено элементарное решение бигармонического уравнения 

4

4

2

1
| | , 4, 3

2( 2)( 4)

1
( , ) ln | |, 4 ,

4

| |
ln | | 1 , 2

4
( )

nx n n
n n

E x x n

x
x n



 





    




   

 

  


   (6) 

и доказано, что при 3n   функция вида 
2 2

4 4 4

| | 1 | | 1
( , ) ( , ) ,| | ,| | ,

| | 2 2 | |
( ) ( )x x x

G x E x E x E x
x x


   

 
     (7) 

где 2( , ) | | /( 2)nE x x n     , является функцией Грина задачи Дирихле для бигармонического 

уравнения в единичном шаре. Затем в работах [16, 17] установлено следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть 2
0 ( )C S   , 1

1 ( )C S    и 1( )f C S , тогда решение задачи Дирихле 

для бигармонического уравнения при 4n   или 3n   можно представить в виде 

0 4 1 4 4

1 1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

n n n

u x g G x ds g G x ds G x f d         
     


    

   , 

где n  – площадь единичной сферы в n . 

Далее нам понадобится еще следующее утверждение. 

Лемма 1 [5]. Пусть функция ( )g x  непрерывна на   или  . Тогда для любого k  

( ) ( ) , ( ) ( ) .k k
y yg S y ds g y ds g S y dy g y dy

   
      

Докажем вспомогательную теорему существования для решения задачи (1), (2).  

Теорема 2. Пусть коэффициенты  : 1, ,ka k l  оператора L  такие, что 0k   при 

1, ,k l  и 2
0 ( )g C   , 1

1 ( )g C    и 1( )f C  . Тогда решение задачи Дирихле  (1), (3)  

существует и единственно и может быть представлено в виде 
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0 4

1
( ) ( ) ( , )

n

u x g G x ds  
 


  

  

1 4 4

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( )L

n n

g G x ds G x J f d     
  

   ,   (8) 

где оператор LJ  определен в (5). 

Доказательство. Обозначим ( ) ( )Lv x I u x . В [14] показано, что ( ) ( )Lu x J v x . В силу леммы 

4  из [14] о коммутативности операторов SI  и  , SI  и  , учитывая равенство | |u u


 


 


 

задачу (1), (3) можно переписать в виде 
2

0 1( ) ( ), ; ( ), ( ), .| |L Lv x f x x v I g s u I g s s        .   (9) 

Ясно, что 2 2
0 0( ) ( )Lg C I g C       , 1 1

1 1( ) ( )Lg C I g C       , и значит, ре-

шение задачи Дирихле (9) существует и единственно. В силу теоремы 1 это решение можно 

представить в виде  

0 4 1 4 4

1 1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .L L

n n n

v x I g G x ds I g G x ds G x f d         
    

        

Применяя оператор LJ  к обеим частям равенства и учитывая при этом ( ) ( )Lu x J v x , полу-

чим 

0 4

1
( ) ( ) ( , )L L

n

u x J I g G x ds  
 

    

1 4 4

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( ) .L L L

n n

J I g G x ds J G x f d     
  

              (10) 

В полученном выражении преобразуем сначала последний интеграл. Нетрудно видеть, что 

| | | ( ) | | |k k kS x S S x x       , а значит, в соответствии с 4 4( , ) ( , )k kE S x S E x   и, следова-

тельно, учитывая (7), найдем 4 4( , ) ( , )k kG S x S G x  . Далее в силу леммы 1 

4 4 4( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .k k
k k k

S S
I G x f d G S x S f S d G x I f d        

  
     

Поэтому согласно формуле (5) 

14 4 4

1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .k

l

L k LS
k

J G x f d c I G x f d G x J f d        
  



     

Аналогично по лемме 1 получим 

0 4 0 4ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , )L LJ g G x ds J g G x ds      
  

 
  

    

1 4 1 4ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , ) .L LJ g G x ds J g G x ds      
 

     

Таким образом, решение ( )u x  из (10) можно переписать в виде 

0 4

1
( ) ( ) ( , )L L

n

u x J I g G x ds  
 

    

1 4 4

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( ) .L L L

n n

J I g G x ds G x J f d     
  

             (11) 

В силу формул (5) и ( ) ( )Lu x J v x  верны равенства  ˆ ( ) ( )i L ig I g  , ˆ( ) ( )i L ig J g  , из ко-

торых следует, что ( ) ( )L L i iJ I g g   при 1,2i   для произвольной функции ( )ig   на  . По-

этому (11) преобразовывается к (8). Теорема доказана. 

Следствие. Пусть 0 ( )v x  и 1( )v x  – гармонические в   функции такие, что 0 0( ) |v x g  и 

1 1( ) |v x g , тогда решение задачи Дирихле (1), (3) можно записать в виде 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2022, vol. 14, no. 2, pp. 51–58 

54 

2 2

0 0 1 4

1 | | 1 | | 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

2 2
L

n

x x
u x v x v x v x G x J f d  

 

 
      . 

Полученная формула следует из теоремы 2 и из представления решения   задачи Дирихле для 

однородного бигармонического уравнения 

2 0
0 0 0 1( ) 0, ; ( ), ( ),| |u

u x x u g s g s s


 


     


 

в форме  
2 2

0 0 0 1

1 | | 1 | |
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

x x
u x v x v x v x

 
    , 

полученной в [18]. 

Пример 2. Пусть S  – симметричная матрица такая, что 2S E  и, значит, 2l  . Задача (1), 

(2) примет вид 

2 2
1 2 0 1( ) ( ) ( ), ; ( ), ( ),| |u

a u x a u Sx f x x u g s g s s


 


       


.     (12) 

В этом случае 2l  , 1 1ie     , 2
2 1ie    , 1 1 2a a   , 2 1 2a a    и 

1 2 2 2
1 2 1 2

2 1

, det · .
a a

A A a a
a a

 
 

    
 

 

Пусть  2 2
1 2 1 20a a a a     . По формуле (4) найдем 

2
1

1 0 2 2
1 2 1 2 2 11 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
,

2 2 2k k k

a
c

a a a a a a  

   
        

     
  

2
2

2 1 2 2
1 2 1 2 2 11 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2k k k

a
c

a a a a a a  

    
         

      
  

и, значит, 

1 2
1 2 2 2

1 2

( ) ( )
( ) ( ) .L

a f x a f Sx
J f c f x c f Sx

a a


  


 

В соответствии со следствием решение задачи (12) может быть записано в виде 
2 2

1 2
0 0 1 4 2 2

1 2

( ) ( )1 | | 1 | | 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

2 2 n

a f a f Sx x
u x v x v x v x G x d

a a

 
 

 

 
    


 . 

Существование решения задачи Неймана. В этом разделе исследуем существование реше-

ния задачи Неймана (1), (2). Пусть 4( , )G x y  – функция Грина (7) классической задачи Дирихле 

для бигармонического уравнения в единичном шаре. Заметим, что явный вид функции Грина за-

дачи Неймана для уравнения Лапласа в единичном шаре в случае 2n   и 3n   приводится в 

учебниках по уравнениям в частных производных, а в случае размерности 4n   она построена в 

работах [19, 20].  

Теорема 3. Пусть коэффициенты  : 1, ,ka k l  оператора L  такие, что 

1 0 1 0k k
k l la a       , при 1, ,k l  и 2( )f C  , 3

0( ) ( )g x C   , 2
1( ) ( )g x C   , 0  . 

Для разрешимости задачи (1), (3) необходимо и достаточно следующее условие  
2

0 1

1 | | 1
( ( ) ( )) ( ) 0.

2
x

l

x
g x g x ds f x dx

 


                (13) 

Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянных и может 

быть представлено в виде 

1

0
( ) ( ) ,

dt
u x w tx

t
       (14) 

где  
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0 4

1
( ) ( ) ( , )

n

w x g G x ds  
 


  

  

0 1 4 4

1 1
( ( ) ( )) ( , ) ( , ) ( 4) ( ) ,L

n n

g g G x ds G x J f d      
  

        (15) 

и оператор LJ  определен в (5), а функция 4( , )G x   в (7). 

Доказательство. Сначала доказывается, что решение задачи (1), (3) представляется в виде 

(14), (15) при условии, что (0) 0w  . Затем, на основании  работы [20], устанавливается, что   

0 4

1
( ) ( ) ( , )( 4) ( ) ,L

n

w x w x G x J f d  
 

     

где   
2 2

0 0 0 1

1 | | 1 | |
( ) ( ) ( ) ( ),

2 2

x x
w x v x v x v x

 
     

а 0 ( )v x  и 1( )v x  – гармонические в   функции такие, что 0 0( ) |v x g  и 1 0 1( ) |v x g g  . 

Лемма 2. Общее решение уравнения ( 4) ( ) 0v x   имеет вид  

4
2 1 1 1( ) ln( / ), ,ln( / )( )nv x C x x x x x , 

где 2( , , )nC    – произвольная дифференцируемая функция. 

На основании леммы 2 доказывается, что условие разрешимости (0) 0w   является необхо-

димым и достаточным условием разрешимости задачи Неймана (1), (2).  

Лемма 3. При 3n   справедливо равенство 
2

4

1 | |ˆ ˆ(0, )( 4) ( ) ( ) ,
4

G f d f d


    
 


     

где 4( , )G x   – функция Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения в шаре (7). 

С помощью леммы 3 условие разрешимости задачи Неймана (0) 0w   приводится к виду 

(13). Теорема доказана. 
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equation is generated by some orthogonal matrix. The presence and uniqueness of a solution to the pro-

posed Neumann boundary condition is examined, and an integral representation of the solution to the 

Dirichlet problem in terms of the Green's function for the biharmonic equation in the unit ball is ob-

tained. 

First, some auxiliary statements are established: the Green's function of the Dirichlet problem for 

the biharmonic equation in the unit ball is given, the representation of the solution to the Dirichlet prob-

lem in terms of this Green's function is written, and the values of the integrals of the functions perturbed 

by the orthogonal matrix are found. Then a theorem for the solution to the auxiliary Dirichlet problem 

for a nonlocal biharmonic equation in the unit ball is proved. The solution to this problem is written us-

ing the Green's function of the Dirichlet problem for the regular biharmonic equation. An example of 

solving a simple problem for a nonlocal biharmonic equation is given. Next, we formulate a theorem on 

necessary and sufficient conditions for the solvability of the Neumann boundary condition for a nonlocal 

biharmonic equation. The main theorem is proved based on two lemmas, with the help of which it is 

possible to transform the solvability conditions of the Neumann boundary condition to a simpler form. 

The solution to the Neumann boundary condition is presented through the solution to the auxiliary 

Dirichlet problem.  

Keywords: nonlocal operator; the Neumann boundary condition; biharmonic equation; solvability 

conditions; Green's function. 
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