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Аннотация. Посвящена поиску конструктивных аналитических выра-

жений корней алгебраических уравнений третьей–шестой степени через ко-

эффициенты уравнений. Получены соотношения для коэффициентов, при 

которых корни уравнений представляются наиболее просто, например, ра-

ционально. Даны рациональные выражения для кратных корней. Найдено 

условие, при котором полином шестой степени в каноническом виде пред-

ставим произведением полиномов третьей степени в каноническом виде. 

Особое внимание уделялось символьному выражению корней уравнений 

через квадратные радикалы из коэффициентов. Предложен способ решения 

уравнений с помощью определяющих (порождающих, связанных с исход-

ным) уравнений. Все представленные разложения справедливы для поли-

номов с произвольными комплексными коэффициентами.  

Ключевые слова: решение в радикалах; формулы Кардано; корни полиномов; 

возвратные уравнения; определяющие уравнения. 
 

Введение 

В математических журналах регулярно появляются публикации новых способов символьно-

го решения алгебраических уравнений [1–10]. В [5] с помощью групп Галуа получены примеры 

уравнений сколь угодно большой степени, разрешимых в радикалах. В [6] дан способ выражения 

корней произвольного алгебраического уравнения, использующий интегральную формулу Мел-

лина. В [7] представлен способ поиска корней уравнений в поле алгебраических чисел. В [8] при-

водятся аналитические выражения для представления всех корней произвольного алгебраическо-

го уравнения в виде отношения бесконечных определителей. Поэтому в результате значения кор-

ней выражаются в конечном виде численно и приближенно. Несмотря на то, что предлагаемые в 

работах [6–8] способы пригодны для решения уравнений произвольных степеней, однако реали-

зующие их алгоритмы оказываются трудоемкими даже для уравнений невысоких степеней, либо, 

например, из-за ограничений на коэффициенты уравнений, позволяют получить значения корней 

не в символьном виде. К проблеме представления полиномов в виде произведения полиномов 

более низких степеней приводят, например, задачи символьного интегрирования рациональных 

функций [11], задачи решения характеристических уравнений, связанных с дифференциальными 

уравнениями. Простые алгоритмы для символьного исследования алгебраических уравнений ма-

лых степеней востребованы в задачах механики [12–18]. Так, например, для проверки свойства 

сильной эллиптичности уравнений равновесия, которое имеет большое значение в теории упру-

гости, необходимо символьное исследование алгебраических уравнений четвертой, шестой и 

двенадцатой степеней (см. [12, стр. 690–692, 695, 696]). В [12] даны критерии положительности 

полиномов четвертой и шестой степеней (теоремы 2, 3) и приведены доказанные авторами тео-

ремы 6 и 7 о вещественных нулях полиномов третьей и четвертой степени. В [13, 14] ключевым 

является символьное исследование характеристического уравнения четвертой степени с ком-

плексными коэффициентами для нахождения неизвестных значений комплексного волнового 

параметра. В [15] решение кубического уравнения при кубической аппроксимации Эрмита по-

зволило найти точное аналитическое решение эволюционного уравнения. В работах [16–18] рас-

смотрены некоторые частные случаи алгебраических уравнений третьей–восьмой степеней, для 

решения которых привлекаются формулы Кардано и отмечаются вычислительные трудности в 

общем случае.  
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В частных случаях, когда коэффициенты полиномов связаны дополнительными соотноше-

ниями, иногда удается получить достаточно простые разложения на множители, что показывает-

ся приведенными ниже разложениями.  

Настоящая работа является естественным продолжением работы [19]. 

 

Кубическое уравнение 

Формулы Ферро–Тартальи–Эйлера (Кардано) для приведенного уравнения третьей степени 
3 0x px q    с произвольными буквенными коэффициентами не являются конструктивными, 

так как не существует алгоритма извлечения кубического корня из произвольного комплексного 

числа. Даже в случае двукратного корня этот корень выражается с помощью кубического корня 

из комплексного числа, хотя двукратный корень равен одному из двух значений / 3p   [19]. 

Однако так как кратный корень полинома является корнем производной полинома, этот корень 

проще выразить следующим образом. 

1. Уравнение 3 0x px q    при условии 3 24 27 0p q   имеет двукратный корень 

 1,2 3 2x q p  . Поэтому имеем разложение на линейные множители 

    
23 3 2 3x px q x q p x q p     .         (1) 

2. Если для комплексных коэффициентов 0p  , q  выполняется равенство 3 22 27 0p q  , 

то справедливо разложение  

   3 3 3 3
1 3 1 3

2 2

q q q
x px q x x x

p p p

   
          

   
.          (2) 

Это решение можно получить из формул Ф. Клейна для «уравнения диэдра» [19]. 

3. Если для комплексных коэффициентов p  и q  выполняется равенство 

   32 3 2 2q p   , то справедливо разложение  

    3 2 3 2
2 33 27x px q x p q p q x x x x       ,       (3) 

где     2 3 2
2,3 6 2 3 2 27 3 1x p q p q   .  

Разложения (1)–(3) кубического полинома на линейные множители не используют операции 

извлечения корней из коэффициентов и справедливы для полиномов с произвольными комплекс-

ными коэффициентами. Приведем еще несколько уравнений специального вида, разрешимых в 

квадратных радикалах. 

4. Для произвольных комплексных чисел p  и q  справедливо разложение 

       3 3 2 2
2 32 27 9 3x p q pq x px q x q p x x x x        ,    (4) 

где 2,3

3 1 1q k
x

p k

 
   , 

2

3

27q
k

p
  . Заметим, что при 2k   из разложения (4) следует 

разложение (2). Уравнение    3 3 2 22 27 9 0x p q pq x px q      при 3 227p q  имеет 

трехкратный корень, который равен 3p  или 3p . Этот трехкратный корень можно 

записать проще, без операции извлечения корней, воспользовавшись разложением (4): при 

1k    получим 1,2,3 3x q p  . 

5. Кубическое уравнение  
3 5 6 9 0x px p p   ,        (5) 

где p  – произвольное комплексное число, имеет корни 1 2 6x p  , 2,3 6 3 6x p p   , если 

в уравнении (5) выбран знак «+»; и имеет корни 1 2 6x p , 2,3 6 3 6x p p    , если в 

уравнении (5) выбран знак « ».  
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6. Для любых комплексных w , p  и n  уравнение третьей степени 3 2 0x wx px q     имеет 

корень x nw  при  2 2 2q nw n w nw p     и имеет корень x np  при  2 2q np n p nwp p    .  

7. Для любых комплексных a  и b  справедливо разложение  

       3 2 3 3 2 2 23 1 1 1 1x a bx a b x a b x a b x a b b               
.  (6) 

Отсюда при 1b   получим разложение   
23 2 33 2 2x a x a x a x a    , а при 3 54а p  , 

3 2b   получим разложение на множители многочлена 3 3 6x px p   .  

Ещё несколько разрешимых в квадратных радикалах кубических уравнений специального 

вида можно найти в [19].  

В [10] для трёхчленного алгебраического уравнения 0n mx px q   , n m  с действитель-

ными коэффициентами 0p  , 0q  , имеющего комплексный корень (cos sin )x r i   , найде-

ны соотношения sin( ) sin( )n mp r n m    и sin(( ) ) sin( )nq r n m m   . Следовательно, для 

кубического уравнения 3 0x px q    имеем равенства  2 2 2sin(3 ) sin 4sin 3p r r       и 

32 cosq r  . Пользуясь тождеством 2 2sin cos 1   , получим уравнение 6 4 2 0r pr q   . По-

сле подстановок 2y r , 3y z p   приходим к сопряженному уравнению 

3 2 3 23 2 27 0z p z p q    , которое иногда удается решить в квадратных радикалах. Так, для 

уравнения 3 3 6 2 3 /9 0x x     строим сопряженное уравнение 3 6 0z z   , которое име-

ет целый корень 2z  . Затем последовательно находим 2 3 3y   , 2 3 3r   , 

 3cos (2 ) 7 3 3 22q r    ,  2sin 1 cos 15 3 3 22       ,  2,3 cos sinx r i     

   3 3 6 3 3 2i   , 1 2 2 3 3x    , то есть решение исходного уравнения выражено в 

квадратных радикалах. 

Способ решения исходного уравнения сведением с помощью замен переменных к решению 

сопряженного (связанного) уравнения широко использован в [10, 19]. Ниже приведены новые 

теоремы для построения сопряженных уравнений. 

Теорема 1. Если уравнение 3 2 0x wx px q     имеет корни a , b , c , то уравнение 

3 2 2 0z pz qwz q     имеет корни ab , bc , ac .  

Заметим, что в предыдущем абзаце из уравнения 3 0x px q    получено уравнение 

6 4 2 0r pr q    с помощью тригонометрических подстановок. А из теоремы 1 это следует сразу 

при 0w  .  

Теорема 2. Уравнение 3 2 0x wx px q     имеет корни a , b , c , тогда и только тогда, ко-

гда уравнение  3 2 22 0z wz p w z pw q       имеет корни a b , b c , a c .  

Теорема 3. Если уравнение 3 2 0x wx px q     имеет корни a , b , c , то уравнение 

   3 2 2 2 22 2 0z p w z p qw z q       имеет корни 2a , 2b , 2c .  

Теорема 4. Если уравнение 3 2 0x wx px q     имеет корни a , b , c , то уравнение 

   3 3 2 3 2 33 3 3 3 0z w pw q z p pqw q z q         имеет корни 3a , 3b , 3c .  

Пользуясь теоремами 1–4 легко построить много других уравнений, связанных с исходным 

уравнением. Например, последовательно применяя теоремы 2 и 3, получим следующую теорему.  
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Теорема 5. Если 3 2 0x wx px q     имеет корни a , b , c , то уравнение 

   3 2 2 2 2 4 3 2 2 2 32 2 5 4 2 2 4 2 0z p w z p pw qw w z p p w pqw q qw             имеет корни 

2 2a b , 2 2b c , 2 2a c . 

Отсюда при 0w   получим уравнение 3 2 2 3 24 5 2 0z pz p z p q     , которое при 

2 32q p   имеет корни 1 0z  ,  2,3 2z p i   . Следовательно, один из корней уравнения 

3 32 0x px p     равен 2p   и это уравнение разрешимо в квадратных радикалах. Инте-

ресно отметить, что пакет прикладных программ Mathematica генерирует для корней этого урав-

нения громоздкие выражения с использованием кубических радикалов.  

Теорема 6. Если уравнение 3 2 0x wx px q     имеет корни a , b , c , то уравнение 

   3 2 22 0z pz p qw z q q pw       имеет корни  a b c ,  b a c ,  c a b .  

Теорема 7. Если уравнение 3 2 0x wx px q     имеет корни a , b , c , то уравнение 

     3 2 2 23 1 2 2 0z w p z pw p q qw z q p q w p qw               имеет корни ab c , 

bc a , ac b . 

 

Уравнение четвертой степени 

Решение уравнения четвертой степени 4 2
4 0M x px qx r      в общем виде приводит к 

необходимости решения кубического уравнения (резольвенты). Так, алгоритм Декарта  0q   

можно записать в виде  

     4 2 2 22 2x px qx r x kx t q k x kx t q k          ,  (7) 

где k t p  , а t  – любой корень кубического уравнения (резольвенты)  

3 2 24 4 0t pt rt pr q     .     (8) 

1. Если 24 0pr q  , то 1 0t   и из равенства (7) получим разложение 

2
4 2 2 2

4 2 2

q q q
x px qx x px x px

p p p

  
           

     

, 

где 0p   и q  – произвольные комплексные числа. В этом случае разложение можно записать 

так:   4 2 2 22x px prx r x px r x px r           , где p  и r  – произвольные 

комплексные числа.  

2. Если    3 22 27 72r p q p  , то при 0p   справедливо разложение 

4 2 2 2
4

3 3

3 6 2 3 6 2

m p q m p q
M x px qx r x x x x

m m

  
            

  
, где 6m p  .  

3. Если   2
4r p q q   , то справедливо разложение  

     2 2
4 2 2M x mx p q m x mx p q m         , где m q . 

4. Если     
2

2 2 4r p q p pq   , то справедливо разложение  

         2 2 2 2
4 2 2 2 2M x mx p q p pm x mx p q p pm         , m q p . 

5.       4 3 2 2 2 2x ax bx cx c ab c a x c a x ax ab c a          .  
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6.     24 3 2 2 2
1 2x ax bx cx c a x t x c a x t x c a         , где 1t  и 2t  – корни квадратного 

уравнения 2 2 0t at b c a    .  

7. Если   2 1 1 4r q p q   , то справедливо разложение  

2 2
4

1 1
1 1

2 2

q q
M x mx x mx

m m

     
           

     
, где m q p  . 

8. Если       
2 31 2 4r p q q q p   , то справедливо разложение  

2 2
2 2

4
2 2

q m q m
M x mx n x mx n

p p

  
          
  

, где    1 2n p q q  , m p q . 

9. Если     
2

1 2 4r p q q p   , то справедливо разложение  

2 2
4

2 2

m m
M x mx n x mx n

p p

  
        
  

, где  1 2n p q  , m pq . 

10. Если      
22 24 2r pq p q q p   , то справедливо разложение  

2 2
4

1 1 1 1

2 2

q q
M x mx x mx

p m p m

     
           

     
, где m q p p  . 

11. Если     
2

2 3 2 12r p q p pq   , то справедливо разложение  

2 2
2 2

4 1 1
2 3 2 2 3 2

p m m p m m
M x mx x mx

     
                    

, где 3m q p  . 

Так как в равенстве (7) 2t p k  , то разложение (7) можно записать без радикалов следую-

щим образом  

     4 2 2 2 2 22 2x px qx r x kx p k q k x kx p k q k            ,          (9) 

где k  – любой корень бикубической относительно k  резольвенты (8), которую можно предста-

вить в виде  

     
2 22 2 2r p k q k   .             (10) 

Итак, для представления любого полинома четвертой степени с произвольными комплекс-

ными коэффициентами p , q  и r  в виде произведения квадратичных множителей (9) достаточно 

найти один корень k  уравнения (10). И, наоборот, для произвольных комплексных значений па-

раметров p , q  и k  получим разложение (9) полинома специального вида 4 2x px qx r   , где 

коэффициенты p , q  произвольны, а коэффициент r  определяется равенством (10). Ниже даны 

примеры разложений частного вида, полученных из (9), (10) для некоторых конкретных значений 

k .  

12. Полагая 1k  , находим   2 21 4r p q    и получим разложение  

     2 2
4 1 2 1 2M x x p q x x p q         .  

13. Полагая k q , находим  
2

2 1 4r p q
 

   
 

 и получим разложение  

     2 2 2 2
4 1 2 1 2M x qx p q x qx p q         . 

14. Полагая k p , находим  2 2 4r p q p   и получим разложение  

     2 2
4 2 2M x kx p q k x kx p q k       . 
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15. Для любых комплексных m  и n  справедливо разложение  

  4 2 2 2 22x mx n nx nm m x nx m x nx n m            . 

16. Уравнение  4 3 2 3 4 8 0z az bz a ab z d      , где коэффициенты a , b  и d  произ-

вольные комплексные числа, подстановкой / 4z x a   приводится к биквадратному уравнению 

   4 2 2 4 23 8 8 5 16 256 256 0x a b x a a b d       и, следовательно, разрешимо в квадратных 

радикалах.  

17. Кратные корни. Если полином 4M  имеет корень кратности 2, 3 или 4, то его коэффици-

енты удовлетворяют условию Ф. Клейна [20, с. 143]  

     
3 2

2 3 212 12 27 2 72 27 216 4 0p r p pr q     .  (11) 

Если выполняются равенства 2 4r p  и 2 327 32q p , 0p  , то полином 4M  имеет ровно 

один двукратный корень    2 3 2
1,2 12 2 8 9x q p r p pr q    .  

Полином 4 2x px qx r    имеет два двукратных корня только в случае, когда 0q   и 

2 4r p :  
2

4 2 2 24 2x px p x p    . Если выполняются равенства 2 12 0p r   и 

3 28 27 0p q  , которое следует из условия (11) при 2 12r p  , то полином 4 2x px qx r    

имеет трехкратный корень    2
1,2,3 2 9 8 3x p q r q   .  

Полином 4 2x px qx r    имеет четырехкратный корень только при 0p q r   .  

Теорема 8. Если уравнение 4 3 2 0x wx px qx r      имеет корни a , b , c , d , то уравне-

ние 4 3 2 2 3 0z qz prz wr z r      имеет корни abc , abd , acd , bcd .  
 

Уравнение пятой степени 

О кратных корнях. Выражение для двукратного корня полинома пятой степени в канониче-

ском виде 5 3 2
5M x bx cx dx e      слишком громоздко и здесь не приводится, однако если 

0b  , то двукратный корень равен     3 2 2 4 3
1,2 27 375 400 2 27 300 160x c d ce d e c cde d      , 

при условии, что такой корень один. Если полином 5M  имеет два двукратных корня, то они яв-

ляются корнями квадратного уравнения  

   3 2 2 2 212 40 45 2 4 25 30 4 75 0b bd c x b c be cd x b d ce         

и уравнение 5 0M   разрешимо в квадратных радикалах.  

Если полином 5M  имеет трехкратный корень, то он так же, как и двукратный корень, выра-

жается через коэффициенты в рациональном виде. Если 0c   этот корень имеет вид 

 2
1,2,3 100 21 100k e b d   и при 221 100 0b d   уравнение 5 0M   разрешимо в квадратных ра-

дикалах. Если 221 100 0b d   и 0c  , то полином 5M  не имеет трехкратных и четырехкратных 

корней [9, 10].  

Разложения на множители полиномов пятой степени специального вида можно получить из 

разложений полиномов шестой степени, которые даны ниже. Здесь приведем лишь три разложе-

ния:  

 5 3 2 2 3

2 2 2

d с w с w с w
x cx dx ex x x x d

   
         

  
,  где  

2 4w c e  , 

  5 3 2 2 2 34 2 2 2x bx cx b x bc x b x bx c        ,  

  5 4 3 2 3 2x bx cx dx bdx cd x d x bx c         .  
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Уравнение шестой степени 

О кратных корнях. Необходимым и достаточным условием для того, чтобы полином 
6 4 2x cx ex g    имел ровно два двукратных корня, является равенство 

3 2 2 3 24 18 4 27 0c g c e ceg e g      при условии, что 2 3c e . В этом случае получим разложение 

   
2

6 4 2 2 2x cx ex g x k x m      , где k  и m  можно найти по формулам 

   29 2 6k g ce c e   ,    2 23 3m g c e cg e   . Если 2 3c e  и 3 27g c , то полином 

6 4 2x cx ex g    имеет два трехкратных корня равных 3c  , которые будут действительны-

ми числами лишь для действительных 0c   [9, 10].  

Найдем условия, при которых полином шестой степени в каноническом виде можно пред-

ставить произведением полиномов третьей степени в каноническом виде  

  6 4 3 2 3 3x cx dx ex fx g x px q x rx k          ,                 (12) 

где коэффициенты c , d , e , f , g  – произвольные комплексные числа.  

Теорема 9. Для того чтобы выполнялось равенство (12) необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялось равенство  

 2 2 24 0g с e cdf d e f     .           (13) 

Доказательство. Достаточность. Пусть выполняется равенство (13). Рассмотрим два воз-

можных случая. Если 2 4 0с e  , то из равенства (13) найдем 2f сd . В этом случае разложе-

ние (12) имеет вид  
2

6 4 3 2 3 3

4 2 2 2 2 2

с сd с d v с d v
x cx dx x x g x x x x

   
           

  
,                 (14) 

где 2 4v d g  . Если 2 4 0с e  , то, выражая g  из равенства (13), получим  

2 2
6 4 3 2

2 4

cdf d e f
x cx dx ex fx

c e

 
     


 

3 32 2

2 2 2 2 2 2

с w d cd f с w d cd f
x x x x

w w

     
        
  

,   (15) 

где 2 4w c e  .  

Необходимость. Пусть выполняется равенство (12). Следовательно, выполняются пять ра-

венств: c p r  , e pr , d q k  , g qk , f pk qr  . Из первых двух равенств находим 

 2
1,2 4 2p c c e   ,  2

1,2 4 2r c c e  . Из следующих двух равенств имеем 

 2
1,2 4 2q d d g   ,  2

1,2 4 2k d d g  . Подставляя эти выражения коэффициентов p , 

k , q , r  в равенство f pk qr  , после преобразований получим равенство (13).  

Следствие. При 2 4g d  разложение (14) принимает вид 

 
2

6 4 3 2 2 2 34 2 4 2 2x cx dx с x сdx d x cx d        , 

и полином имеет три двукратных корня. Если 2 4g d  и 3 22 27 0c d  , то полином имеет один 

двукратный и один четырехкратный корень.  

Приведем различные представления полинома шестой степени 
6 4 3 2

6M x cx dx ex fx g      , у которого все ненулевые коэффициенты кроме одного свобод-

ны (произвольны), в виде произведения двух полиномов третьей степени.  

1.      6 4 3 2 3 2 3 22 2x cx dx ex g x kx d n x kx d n           , где один связанный 

коэффициент    2 2 4g cd e c  , k c  , n e k .  
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2.      3 2 3 2
6 2 2M x mx fx d n d x mx fx d n d        ,  

где 2m f d c  , 2 4n d g  . Здесь коэффициенты c , d , f , g  свободны, а связанный ко-

эффициент e  является одним из корней квадратного относительно e  уравнения 
4 2 2 2 6 4 5 3 42 4 2 8 0d e d f e cd cd g d f d fg f       .  

3.          3 2 3 2
6 2 2M x mx n f x s s x mx n f x s s         ,  

s g , m f s c  , 2 4n f ge  . Здесь свободны коэффициенты c , e , f , g , а d  находит-

ся из уравнения 3 2 4 3 2 2 3 54 4 4 4 0s d s d ces cf s efs f s       . 

4.   6 4 3 2 3 2 3 2x cx dx ex fx g x kx mx s x kx nx s            ,  

где     22 2m g ds k cf f s t     ,     22 2n g ds k cf f s t    , s g , t f cs  , 

k t s . Здесь коэффициенты c , d , f , g  свободны, а связанный коэффициент e  находится из 

равенства    2 22 4e s d s t f g   .  

Рассмотрим теперь разложения полинома шестой степени на полиномы второй и четвертой 

степеней.  

5.     2 4 2
6M x f d x сd f x d dx dg f      , где g  дается равенством 

 2 2 3g f f cdf d e d   , а коэффициенты c , d , e , f  свободны. 

6.       2 4 3 2 2 3 2
6 2M x kx n x kx k c n x k ck nk d x k n            ,  

где     k f dn n c dn   , параметр n  находится из квадратного уравнения 

   2 2 2 24 2 2 0d g n cg df n f c g      . Коэффициенты c , d , f , g  свободны, а коэффициент 

e  находится из равенства  4 2 24e k n c k dk cn n       .  

7.     2 4 3 2 2 2
6 2M x kx m x kx k x knx n        ,  

где   k f n m n  , n g m  , 2m c  . Коэффициенты c , f , g  свободны, а связанные ко-

эффициенты d , e  находятся из равенств  2 4d k k n c     , 2 2e fk n n m   . Так как поли-

ном четвертой степени является возвратным, то он раскладывается на квадратичные множители и, 

следовательно, разложение 7 может быть записано с использованием лишь квадратных радикалов.  

8.       2 4 3 2 2 3 3
6 2M x kx n x kx k c n x ck d k n x m            ,  

где  3 22m ckn dn f k n kn k     , n  – любой корень квадратного уравнения 

 2 3 5 3 23 2 4 0kn ck d k n k ck dk ek f         , k  произвольно. Коэффициенты c , d , e , f  

свободны, а g  находится из равенства g nm .  

9. Приведем разложение возвратного полинома шестой степени  

   6 5 4 3 2 2 3 2 2 2
1 2 3x bx cx dx cnx bn x n x t x n x t x n x t x n             ,  

где коэффициенты n , b , c , d  произвольны, а it  – корни кубической резольвенты 

 3 2 3 2 0t bt c n t d bn      .  

10. Возвратный полином шестой степени можно представить в виде произведения квадрат-

ного трехчлена и возвратного полинома четвертой степени  

   6 5 4 3 2 2 3 2 4 3 2 2x bx cx dx ncx n bx n x b k x n x kx mx knx n              ,  
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где 2m k kb n c    , коэффициенты n , b , c , d  произвольны. Коэффициент k  – любой корень 

кубического уравнения    3 2 22 3 0k bk n b c k b n c d        . Если параметр k  выражается 

из кубического уравнения через квадратные радикалы из коэффициентов, то и возвратный поли-

ном шестой степени также можно выразить лишь через квадратные радикалы.  

 

Несколько приложений к задачам механики 

В работе [12] получен критерий положительности полинома четвертой степени, который для 

приведенного полинома можно сформулировать следующим образом. Полином четвертой степе-

ни   4 2
4M x x px qx r     с действительными коэффициентами p , q  и r  положителен на 

действительной оси тогда и только тогда, когда выполняется требование  

               2 20 0 4 0 0 4 0p r p p r p q               
 

,         (16) 

где 4 3 2 2 2 2 4 316 4 128 144 27 256p r p q p r pq r q r       . Так как   является полиномом четвер-

той степени относительно коэффициента p , третьей относительно r  и биквадратным относи-

тельно q , то исследование неравенства 0   в символьном виде вызывает затруднение. Однако, 

используя результаты работы [19], здесь предлагается следующий равносильный (16) критерий. 

Полином четвертой степени   4 2
4M x x px qx r     с действительными коэффициентами p , 

q  и r  положителен на действительной оси тогда и только тогда, когда выполняется требование  

        2 2, 4 0 0 4q Q Q r p p r p         
 

,       (17) 

где    26 12 9Q pS p r S p    , 2 12S p r  . Проверка выполнения условия (17) проще, 

чем проверка условия (16). В частности, из (17) видно, что при 0r   полином 

  4 2
4M x x px qx r     не может быть положительным на всей действительной оси (например, 

при 0x  , очевидно,  4 0 0M r  ). Кроме того, для конкретных значений коэффициентов p , q  

и r  условие (17) показывает насколько далеко эти значения от границы положительности поли-

нома.  

В работе [14] ключевую роль играют корни характеристического уравнения 

 4 2 2 22 0k R k i k       .             (18) 

Условие    3 22 27 72r p q p  , при котором справедливо разложение 2 настоящей работы на 

коэффициенты полинома   4 2
4M x x px qx r     для уравнения (18), запишется в виде 

   
3

2 2 218 2 0R R      . При этом условии корни уравнения (18), выражаются через пара-

метры  , R  и   с помощью квадратных (не кубических) радикалов.  

Аналогично, разложение 3 выполняется, если выполняются равенства  22 1 / 2R    и 

 2 216 1 1 0     . 

Разложение 4 выполняется, если 2 2R    и  2 2 4 4 0     . 

Разложение 7 выполняется, если выполняется равенство  4 2 1 2R i     . 

Разложение 11 выполняется, если 2 18R    и  2 2 36 2916 0     . 

Разложение 12 выполняется, если    
2

2 2 24 1 1 0R       . 

Итак, если параметры  , R  и   связаны любым из приведенных здесь условий, то корни 

уравнения (18) выражаются через квадратные радикалы.  
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Заключение 

Предложены разложения на множители полиномов невысоких степеней специального вида. 

Выражения для кратных корней уравнений третьей и четвертой степени даны в рациональном 

виде, для уравнений пятой и шестой степени специального вида – через квадратные радикалы. 

Представлены разложения на множители возвратных полиномов шестой степени. Приведены 

теоремы, позволяющие конструировать для исходных уравнений связанные (сопряженные) с ни-

ми уравнения, корни которых выражаются через квадратные радикалы, а затем по найденным 

корням находить корни исходного уравнения (см., например, теорему 5). Полученные результаты 

могут быть полезны при аналитическом исследовании алгебраических уравнений, возникающих 

в задачах механики, физики.  
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Abstract. The work is devoted to the search for constructive analytical expressions for the roots of 

algebraic equations of the third-sixth degree by the coefficients of the equations. Relationships are ob-

tained for the coefficients at which the roots of the equations are represented most simply, for example, 

rationally. Rational expressions for multiple roots are given. A condition is found under which the poly-

nomial of the sixth degree in the canonical form can be represented by the product of polynomials of the 

third degree in the canonical form. Particular attention is paid to the symbolic expression of the roots of 

equations by square radicals from the coefficients. A method for solving equations using defining (gen-

erating, related to the original) equations is proposed. All the presented expansions are true of polyno-

mials with arbitrary complex coefficients. 

Keywords: solution by radicals; Cardano formulas; roots of polynomials; recurrent equations; de-

fining equations. 
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