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Аннотация. Исследована разрешимость задачи оптимального управле-

ния решениями стохастических уравнений соболевского типа. Показано, 

что задачу оптимального динамического измерения можно рассматривать 

как задачу оптимального управления. Для этого математическая модель 

динамических измерений редуцируется к стохастическому уравнению собо-

левского типа первого порядка в пространствах случайных процессов. В 

статье приведены теоремы о существовании единственного классического и 

сильного решений уравнения соболевского типа с начальным условием 

Шоуолтера–Сидорова в пространствах стохастических процессов.  Доказа-

на теорема об однозначной разрешимости задачи оптимального управления 

для такого уравнения. Полученные абстрактные результаты для уравнения 

соболевского типа применены для задачи восстановления динамически ис-

каженного сигнала как оптимального динамического измерения.  

Ключевые слова: динамические измерения; аддитивный «шум»; уравнения 

соболевского типа; сильные решения; задача оптимального управления. 

 

Введение 

В статье рассматривается задача восстановления входного сигнала по известному выходному 

или наблюдаемому сигналу и известной передаточной функции измерительного устройства (ИУ) 

[1]. В данной работе применяются методы теории оптимального управления для решения задач 

динамического измерения. 

Рассмотрим стохастическую систему леонтьевского типа, которой определяются динамиче-

ские свойства измерительного устройства 
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а в начале работы состояние измерительного устройства задается начальным условием 

Шоуолтера–Сидорова [2] 
1

1

0
( ) ( (0) ) 0

p
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                                                         (3) 

для некоторых 
0

n
x R  и  ( ) : det( ) 0 .

L
A C L A          

Будем рассматривать математическую модель измерительного устройства (1), (2), в которую 

входят функции: ( ),x t  описывающая состояния ИУ; ( ),x t  представляющая скорость изменения 

состояния ИУ; ( )y t  и ( ),u t описывающие наблюдения и измерения, соответственно; ( )t  задает 

помехи на выходе ИУ, а ( )t  – в цепях ИУ. Также здесь A  и L  – квадратные матрицы состояний 

и взаимного влияния скоростей изменения состояния измерительного устройства, соответствен-

но; C  и D  – матрицы, которые характеризуют связи между состоянием измерительного устрой-

ства и наблюдением [3]. 

Задачу (1), (3) удается редуцировать к уравнению соболевского типа [4] 

, (4)Lx Ax Bu G    

с условием 

 0
0
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P x t x
 

                                                               (5) 
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где ,L A– линейные непрерывные операторы, определенные на гильбертовом пространстве V , 

действующие в гильбертово пространство .G  

Сигнал на входе ИУ будем искать как решение задачи оптимального управления [5]. Для 

этого будет найдена пара функций ( ˆ ˆ, ),x u  первая из которых является решением задачи (1), (3), а 

функция û  из 
ad

U U , удовлетворяющая соотношению 

   ( , )
ˆ( , = minˆ ,) ( ),x uJ u Jxy y x u                                                      (6) 

является оптимальным динамическим измерением. Здесь U  является сепарабельным гильберто-

вым пространством управлений, а 
ad

U   – замкнутое выпуклое множество в нем.  

 

1. Пространства «шумов». Стохастические K-процессы. Стохастические уравнения 

соболевского типа  

Пусть Ω ≡ (Ω, A, P) – полное вероятностное пространство, R – множество вещественных чи-

сел, наделенное борелевской σ-алгеброй. Измеримое отображение ξ: Ω → R называется случай-

ной величиной. Набор случайных величин с нулевым математическим ожиданием (Eξ = 0) и ко-

нечной  дисперсией  образует  гильбертово пространство 
2

L   со  скалярным  произведением (ξ1, 

ξ2)  =Eξ1ξ2.  

Рассмотрим множество I R  и следующие отображения. Первое отображение :  f I 
2

L  

сопоставляет каждому t I  случайную величину . 
2

L  Второе отображение :  g R 
2

L   

сопоставляет каждой паре  ,     точку   .R    Отображение :  ,R R    которое имеет 

вид     , ,t g f t     , называется стохастическим процессом. Обозначим множество 

непрерывных случайных процессов  через ,( ),С I
2

L  оно образует банахово пространство.  Пусть 

}{ k  определяет ортонормированный базис в вещественном сепарабельном гильбертовом про-

странстве V . Обозначим через V
K 2
L  гильбертово пространство, являющееся пополнением ли-

нейной оболочки случайных величин  

=1

=   k k k

k

   


   

с нормой 

2

=1

= .
k kV

k

D  


  

Причем последовательность  RK k}{=  такая, что 


<
1=

k

k

 ,{ξk} ⊂ L2 – последовательность 

случайных величин. Элементы V
K 2
L  назовем V-значными K-случайными величинами. Заметим, 

что для существования K-случайной величины ξ  V
K 2
L  нужно рассмотреть последовательность 

случайных величин {ξk}   L2 с равномерно ограниченными дисперсиями, т.е. Dξk ≤ const, k  . 

Отображение η: I → V
K 2
L , заданное формулой 

=1

( ) = ( ) ,k k k

k

t t   


  где  k ⊂ C(I, L2),  

называется непрерывным V-значным стохастическим K-процессом, если ряд с правой стороны 

сходится равномерно на любом компакте в I по норме ,
V


K 2

L
 и траектории процесса η = η(t) 

почти наверное непрерывны. Случайный K-процесс η = η(t) имеет непрерывную производную по 

Нельсону–Гликлиху [6], если ряд  

=1

( ) = ( )kk k

k

t t   
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сходится равномерно на любом компакте в I  по норме 
V


K 2

L
, и траектории процесса ( )t   

почти наверное непрерывны. Здесь через ( )k t обозначена производная Нельсона–Гликлиха сто-

хастического процесса :
k

I 
2

L .  Обозначим через C(I, V
K 2
L ) – пространство непрерывных V-

значных стохастических K-процессов, и через C
l
 (I, V

K 2
L ) – пространство непрерывно диффе-

ренцируемых по Нельсону–Гликлиху до порядка l   V-значных стохастических K-процессов.  

Аналогично, если G – вещественное сепарабельное гильбертово пространство с ортонорми-

рованным базисом }{ k , строятся пространства C(I, G
K 2
L ) и C

l
 (I, G

K 2
L ), l  . 

Пусть операторы , ),(L A V G
K 2 K 2
L L . Введем L -резольвентное множество 

 1
( ) = : ( ) ( ),

L
A C VL GA  


  

K 2 K 2
L L  и L -спектр ( ) = \ ( )

L L
A C A   оператора .A  Пусть 

A  является ( , )L p -ограниченным, {0}p   [7]. 

Построим проекторы  

)
1 1
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2 2
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 . Положим 
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L L . Пространства 

K
V

2
L  и 

K
G

2
L  могут быть представлены как 

K
V

2
L =

0 1

K K
V V

2 2
L L  и 

K
G

2
L =

0 1 ,
K K

G G
2 2

L L  причем 
0

ker
K

V L
2

L . Через ( )
k k

L A  обозначим 

сужение оператора ( )L A  на 
k

K
V

2
L , = 0,1k . 

Лемма 1. Операторы , ( ; ), = 0,1
k k

k k K K
L A V G k

2 2
L L ; кроме того, существуют операторы 

1 0 0

0
( ; )

K K
A G V




2 2
L L  и 

1 1 1

1
( ; )

K K
L G V



2 2
L L . 

Рассмотрим уравнение соболевского типа (4) в пространствах стохастических процессов. 

Обозначим для удобства ( ) ( ) ( ),Bu t G t t t I    . 

Теорема 1. Пусть A  является ( , )L p -ограниченным оператором,  0p  . Пусть функ-

ция случайных помех ( )t   удовлетворяет условиям 

  
1

( ) ( , )
p

K
I Q C I G


 

2
L  и ( , ).

K
Q C I G 

2
L                                           (7) 

Тогда для любой вектор-функции u  такой, что 

  
1

( ) ( , )
p

I Q u C I U


   и ( , ),Qu C I U                                                (8) 

и для любой случайной величины 
0

,
K

x V
2

L  не зависящей от  , существует п.н. единственное 

решение 
1
( , )

K
x C I V

2
L  задачи (4), (5), имеющее вид 

1 1

0 0 1

=0 0

( )
( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

tp
q

q

q
x t V t x H A I Q t V t s L Q s ds 

                                 (9) 

где 
1

( ) = ( ) ,
2

L t
V t R A e d t R

i








  – голоморфная группа разрешающих операторов 

однородного уравнения (4). 

 

2. Сильные решения. Оптимальное управление 

Пусть 2 ( ; )KL I V 2L  –  пространства случайных процессов, чьи траектории интегрируемы с 

квадратом на .I   

Определение.  Вектор-функция 

 
1

2 2
( ) = { ( ; ) : ( ; )}

o

K K K
x H V x L I V x L I V  

2 2 2
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называется сильным решением (4), если она п.в. обращает уравнение в тождество на .I  Сильное 

решение = ( )x x t  уравнения (4) называется сильным решением задачи (4), (5), если оно 

удовлетворяет (5). 

Пусть U  – действительное сепарабельное гильбертово пространство с ортонормированным 

базисом .
K

  Построим гильбертовы пространства 

1 ( 1)

2 2
( ) = ( ; ) : ( ; ), {0}{

o
p p

K K K
H G v L I G v L I G p

 
   

2 2 2
L L L } 

со скалярным произведением 
1

( ) ( )

0
=0

[ , ] = , ,
K

p
q q

G
q

v w v w dt





2

L
 

и пространство управлений 

 1 ( 1)
2 2 0( ) ={ ( ; ) : ( ; )},p pH U u L I U u L I U p      

со скалярным произведением 
1

( ) ( )

0
=0

[ , ] = , .
p

q q

U
q

v w v w dt




  

Пусть 
1

2
( )

p

K
H G L


 . Введем в рассмотрение операторы  

1 ( 1) 1 ( 1)

1 0 1 0

=0 =0

1 1

2 1 2 1

0 0

( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ),

( ) = ( ) ( ) , ( ) = ( ) ( ) ,
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q q
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A t H A I Q t Au t H A I Q u t

A t V t s L Q s ds A u t V t s L Qu s ds t I
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и вектор-функцию 

0
( ) = ( ) .k t V t x  

Лемма 2.  Пусть A  является ( , )L p -ограниченным оператором,  0p  .  Тогда 

(i) 
1 1 1 1

1 1
( ( ); ( )), ( ( ); ( ));

p p

K K
A H G H V A H U H V

 
 

2 2
L L  

(ii)  
1 1 1 1

2 2
( ( ); ( )), ( ( ); ( ));

p p

K K
A H G H V A H U H V

 
 

2 2
L L  

(iii) для 
0 K

x V
2

L   функция 
1
( ; ).

K
k C I V

2
L  

Теорема 2. Пусть A  является ( , )L p -ограниченным оператором,  0p  . Пусть функ-

ция случайных помех ( )t   удовлетворяет условию (7). Тогда для любой вектор-функции ,u  

удовлетворяющей условиям (8), и для любой случайной величины 
0

,
K

x V
2

L  не зависящей от  , 

существует п.н. единственное сильное решение задачи (1), (2). 

Рассмотрим задачу (5) для уравнения соболевского типа с аддитивным «шумом» (4). В 

пространстве управлений 
1
( )

p
H U


 выделим замкнутое и выпуклое множество. Обозначим его 

1
( )

p
H U




 – множество допустимых управлений. Вектор-функция 

1ˆ ( )
p

u H U



  – оптимальное 

управление решениями задачи (4), (2), (5), если она минимизирует функционал   ( ),J y x u , т.е. 

выполнено (6). 

Покажем однозначную разрешимость задачи оптимального управления. Нам нужно найти 

1ˆ ( ),
p

u H U



  которая будет удовлетворять соотношению (6), причем 

 
1

( ) ( ) 2

0
=0

( ( , ), ) ( )( ), = || || ,q q

q

x t u t tJ y x u y y dt


                                        (10) 

где ( , )x t u  – сильное решение задачи (4), (5), ( )y t  – заданное наблюдение, ( ( , ), )x t u ty  определяет-

ся соотношением (2). 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2022, vol. 14, no. 3, pp. 38–44 

42 

Теорема 3. Пусть A  является ( , )L p -ограниченным оператором,  0p  . Пусть 

функция случайных помех 
1

( ) ( )
p

K
t H G 


 

2
L  удовлетворяет условию (7). Тогда для любой 

1
( )

K
H G

2
L  существует единственное оптимальное управление решениями задачи (2), (4)–(6). 

Доказательство. Для любых 1
( )

p

K
H G




2
L , 

0
,

K
x V

2
L

1
( )

p
u H U


  существует 

единственное сильное решение 1
( )

K
x H G

2
L  задачи (4), (5): 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x t A A t A A u t k t                                               (11) 

где операторы 
1 2 1 2, , ,A A A A  и функция ( )k t  из леммы 2. 

Зафиксируем 1
( )

p

K
H G




2
L  и 

0 K
x V

2
L , и рассмотрим (11) как отображение : ( ).D u x u  

Тогда 1 1: ( ) ( )p

KD H U H V  2L  будет непрерывным. Так как ( )y x  определяется соотношением 

(2), то  функционал J  зависит только от  : ( ( , )) ( ).u J y x t u J u  

Перепишем его следующим образом 

1( )

2
( ) = ( ( , )) ( ) .( ( , ))

KH G
J y x t u y ty x t u 

2L
 

И представим 
2

( ) = ( , ) 2 ( ) ( ) ( ( ,0)) ,J u u u u y t y x t     

обозначив 

1( )

2
( , ) = ( ( , )) ( ( ,0)) ,

KH G
u u y x t u y x t 

2L
 

являющейся билинейной непрерывной коэрцитивной формой на 1( )pH U , и 

1 ( )
( ) = ( ) ( ( ,0)), ( ( ), ) ( ( ,0))

KH G
u y t y x t y x u t y x t  

2L
  

– линейная непрерывная форма на 1( ).pH U  Следовательно, выполняется теорема 1.1 [8, стр. 13]. 

Доказательство завершено. 
 

3. Восстановление динамически искаженного сигнала как оптимального динамического 

измерения 
Для исследования математической модели оптимальных динамических измерений введем в 

рассмотрение пространства 
n

V G R  , последовательность (1, 1, , 1, 0, )

n

K   и рассмотрим 

пространство состояний 

 2 2
( , ) : ( , )

n n
x L I R x L I R   

2 2
L L , 

пространство измерений  

 ( 1)

2 2
( , ) : ( , )

n p n
U u L I R u L I R


    

и пространство наблюдений  Y C X , где Y изоморфно некоторому подпространству в ,X хотя 

и не всегда .Y X  

Таким образом, была проведена редукция  задачи (1)–(3), (6) к (2), (4)–(6). 

Теорема 4. Пусть L и A – матрицы порядка ,n n  причем матрица A является ( , )L p -

регулярной и det 0.A   Тогда для любых 1
( ),

p

K
H G




2
L  удовлетворяющих (7), 0 ,

n
x R

2
L  

1
( )n

H R
2

L  существует единственное оптимальное управление решениями задачи (1)–(3), (6). 

Работа проводилась при финансовой поддержке Министерства науки и высшего 

образования Российской Федерации, грант FENU-2020-0022 (2020072ГЗ). 
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Abstract. This paper investigates the solvability of the optimal control problem for solutions of sto-

chastic Sobolev type equations. It is shown that the optimal dynamic measurement problem can be con-

sidered as an optimal control problem. To do this, the mathematical model of dynamic measurements is 

reduced to a stochastic Sobolev type equation of the first order in the spaces of stochastic processes. The 

article presents theorems on the existence of a unique classical and strong solutions of the Sobolev type 

equation with initial condition of Showalter–Sidorov in the spaces of stochastic processes. The theorem 

of the unique solvability of the optimal control problem for such equation is proved. The abstract results 

obtained for Sobolev type equation are applied to the problem of restoring a dynamically distorted signal 

as an optimal dynamic measurement. 

Keywords: dynamic measurements; additive “noise”; Sobolev type equations; strong solutions; op-

timal control problem. 
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