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Аннотация. Исследование отображений классов регулярных функций с 

помощью различных операторов к настоящему времени стало самостоя-

тельным направлением в геометрической теории функций комплексного 

переменного. В этом плане известную связь f(z)∈S
o ⇔ g(z) = zf'(z) ∈ S

*
 клас-

сов S
o
 и S

*
 выпуклых и звездообразных функций можно рассматривать как 

отображение с помощью дифференциального оператора G[f](x) = zf'(z) клас-

са S
o
 на класс S

*
, то есть G: S

o
 → S

*
 или G(S

o
) = S*

. 

Толчком к изучению данного круга вопросов стало предположение 

М. Бернацкого о том, что обратный оператор G
–1

[f](x), переводящий S
*
 → S

o
 

и тем самым «улучшающий» свойства функций, отображает весь класс S 

однолистных функций в себя. 

К настоящему времени вышел целый ряд статей, в которых исследуют-

ся различные интегральные операторы, в частности, определены множест-

ва значений входящих в эти операторы показателей, при которых операто-

ры осуществляют отображение класса S или его подклассов в себя или в 

другие подклассы. В настоящей работе найдены значения входящего в 

обобщенный интегральный оператор Бернацкого параметра, при котором 

данный оператор преобразует подкласс звездообразных функций, выделяе-

мых условием a < Re zf'(z)/ f(z) < b (0 < a < 1 < b), в класс K(γ) функций, почти 

выпуклой порядка γ. Результаты статьи обобщают или усиливают ранее 

известные результаты. 

Ключевые слова: геометрическая теория функций комплексного переменно-

го; однолистные функции; интегральный оператор Бернацкого; выпуклые; звез-

дообразные и почти выпуклые функции. 

 

Введение 

Пусть оS  и *S  – соответственно классы выпуклых и звездообразных функций 

  2 3
2 3f z z a z a z   , регулярных в круге  { :| | 1}E z z  . 

Связь между выпуклыми и звездообразными функциями описывается известной схемой (на-

пример, [1]):      ' *,оf z S g z zf z S     которую можно записать и в несколько иной форме: 

 
 

  *

0

.

z
оg t

f z dt S g z S
t

     

М. Бернацкий [2] предположил, что оператор   ( )

0

z g t

t
f z dt   сохраняет весь класс одноли-

стных функций, что впоследствии было опровергнуто в [3]. 

Это послужило началом целого направления в геометрической теории функций, связанного с 

исследованием свойств образов подклассов однолистных функций при отображении различными 

операторами (например, [4–9]): 

         
 

   ' '
1 2 3

0 0 0

2
, ,

z z zf t
z f t dt z g t dt z f t dt

t z


   

      
 

    

и другими. Основные задачи в этом направлении описаны, например, в [1, §14; 6]. 

В настоящей работе исследуются свойства интегрального оператора Бернацкого 
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 
 

0

, .

z f t
z dt R

t




 

   
 
              (1) 

в предположении, что    *f z S a,b , где  *S a,b  – подкласс регулярных в круге E  функций 

  2 n
2 nf z = z+a z +…+a z +…,z E , удовлетворяющих условию 

 

 

'

Re ,0 1 , .
f z

a z b a b z E
f z

              (2) 

Ниже будет установлена величина  γ= γ α,a,b  такая, что если    *f z S a,b , то интеграл 

Бернацкого    Φ z K γ , где   K γ  – класс функций, почти выпуклой порядка γ  [10–11]. 

 

1. Основной результат 

Основным результатом данной статьи является следующая  

Теорема 1. Если    *f z S a,b , то функция  Ф z  из (1) является почти выпуклой порядка 

γ , где 

  

  

2 1 1 1
,

1

1 1
0,

1 1

2 1 1 1
,

1

a b

b a b

b a

b a

b a a

 


 

 


   


 


  
 

   


 

          (3) 

Следуя схеме Каплана и опираясь на результаты [10–11], нетрудно получить следующее ут-

верждение, ставшее уже классическим. 

Утверждение 1 [1]. Пусть функция  f z  регулярна в E ,  ' 0f z   в круге E  и для любых 

1  и 2 , 2 10 2 ,      и всех ,0 1iz re r    выполняется условие 

 

 

2

1

''

'
1 Re

f z
z d

f z





 
  
   

  
 .     (4) 

Тогда функция  f z  является однолистной и почти выпуклой порядка γ  в круге E . 

Будем говорить [12], что функция  S z  подчинена однолистной функции  0S z  в круге E  и 

писать    0S z S z , если        0 00 0 .S E S E и S S   

Утверждение 2. Если 

 

 
 

'

0

f z
z z

f z
  

и при некотором   0;1   выполняется условие 

   
2

0

0

1 Re 1 2 ,0 1,ire d r


               (5) 

то функция    Ф z K γ ,  т.е. является почти выпуклой порядка γ. 

Доказательство утверждения 2. Из (1), получаем, что  

 

 
 

 

 

'' '

'
1 1 .

Ф z f z
z z

f zФ z
          (6) 

Поскольку 
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 

 
 

 

 
 

' '

0 01 ,
f z f z

z z z z
f z f z

       

где    0 01 ,z z     то в силу метода подчиненности [2, с. 31] с учетом (6) имеет место 

неравенство:  

 

 
 

2 2''

0'
0 0

1 Re Re , .iФ z
z d z d z re

Ф z

 
       

В силу условия теоремы 

     
2 2

0 0

0 0

Re 1 Re 1 2z d z d

 

             , 

поэтому  

 

 
 

2 ''

'
0

1 Re 1 2 ,
Ф z

z d
Ф z



      

откуда в силу известных неравенств [1, с. 32], получаем: 

 

 

2

1

''

2 1'
1 Re ,0 2 , .iФ z

z d z re
Ф z







    
 
       

  
  

Поэтому в силу утверждения 1 функция  z  является однолистной и почти выпуклой по-

рядка γ  в круге E . Утверждение 2 доказано.  

Утверждение 2 дает общий подход к нахождению порядка почти выпуклости интегрального 

оператора (1) при условии, что известна область значений    /'zf z f z . 

Выбирая в качестве  0 z  отображение круга E  на конкретные области, можно получить 

ряд частных утверждений. 

Доказательство теоремы 1. Так как    *f z S a,b , то 

 

 
 

'

0 ln 1,
f z b a i z

z z i
f z i z




 

 
 


 

где 

 

2

2
i

b a

b ae





 


 . 

Здесь  0 z  – есть отображение круга E  на полосу  : Rew a w b   с нормировкой  0 0 1  . 

При этом отображении дуга  iθe : δ <θ <δ  окружности 1z   преобразуется в прямую 

 Rew: w= b , а дуга  iθe :δ <θ <2π δ  – в прямую  Rew: w= a . При этом  

 1
arg .

2

a

b a


 


  


 

В силу утверждения 2 для нахождения порядка почти выпуклости интеграла Бернацкого 

необходимо вычислить выражение 

   
2

0

0

, , 1 iI a b e d


         

с учетом того, что в силу свойств отображения  0w=φ z  

 0

1 , 2
1 Re

1 , .

i a
e

b

      
  

    

    
   

    
 

1) Пусть 0.   Возможны два случая: 
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а) 1 0a    , то есть 
1

0
1 a

 


. 

В этом случае, так как 1 1a b        , то 1 0b    . Из этого следует, что  

   0 01 Re 1 Rei ie e            для всех θ.  

Вычислим интеграл: 

     
2

, , 1 1I a b a d b d

  

 

      




           1 2 2 .a b a           

Вспоминая, что 
 1 a

b a








, получаем 

     
 2 1

, , 1 2 2 .
a

I a b a b a
b a


     


       


 

Следовательно, в силу условия (5)    , , 2 1 2I a b      , или 0.   

Итак, 0   для 
1

0
1 a

 


. 

б) Пусть 1 0a    , то есть 
1

1 a
 


.  

Так как 1 0b    , то аналогично случаю а) получаем 

 
 

0

1 , 2 ,
1 Re

1 , .

i a
e

b

      
  

    

     
   

    
 

Поэтому 

     
2

, , 1 1I a b a d b d

  

 

      




          

   1 1 2 2 1a b a                  

 
2

2 2 2 2 2 .a b a ab b
b a


         


 

То есть 

   
2

, , 2 2 2 2 2 .I a b a b a ab b
b a


          


 

По условию (5)   , , (1 )2I a b    , то есть 
 , ,

1
2

I a b



   или 

2 2 2 2 2
1.

a b a ab b

b a

   


     
 


 

После преобразований окончательно получаем: 

  2 1 1 1
при .

1

b a

b a a

 
 

  
 

 
 

2) Пусть теперь  0  , тогда также получим 2 случая: 

в) 1 0b    , то есть  
1

0.
1 b

 


 

Так как всегда 1 1b a         (в силу условия 1 b   , то для всех   

   0 01 Re 1 Re .i ie e            

Точно так же, как в случае а),   , , 2I a b  , то есть 

1
0для 0.

1 b
   


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г) 1 0b    , то есть  
1

1 b
 


. 

В этом случае 

  
 0

1 , 2
1 Re

1 ,

i
a

e
b


     

  
    

    
   

     
 

и интеграл 

     
2

, , 1 1I a b a d b d

  

 

      




         
2

2 2 2 2 2b a a ab b
b a


         


. 

Аналогично случаю б), по условию (5)   , , (1 )2I a b    , то есть после преобразований 

получаем: 

  2 1 1 1
при .

1

a b

b a b

 
 

   
 

 
 

Объединив все случаи а), б), в) и г), получили требуемый результат (3). Теорема 1 доказана. 

 

2. Частные случаи 

Рассмотрим частные случаи теоремы 1. 

Пусть b  и a  . Тогда класс функций   * ,S a b  преобразуется в общепринятом обо-

значении  в класс  *S   звездообразных функций порядка β , удовлетворяющих условию 

 

 

'

Re , 0 1, ,
f z

z z E
f z

      

и из теоремы 1 вытекает 

Следствие 1. Если    *f z S β , то интеграл Бернацкого  Φ z  является почти выпуклой 

функцией порядка γ,  где γ  определяется из соотношения: 

 

 

   

2 1 , 0,

0,0 1/ 1 ,

2 1 1 , 1/ 1 .

  

  

   

   


   


       

       (7) 

Результат точный. Экстремальная функция имеет вид      2 1
/ 1f z z z


  . 

Отметим, что следствие 1 совпадает с теоремой 2 из [4], доказанной другим методом. Точ-

ность результата обоснована в [4]. 

Пусть 1  , тогда  1K K  – класс почти выпуклых функций. Найдем область значений па-

раметр  , при которых оператор (1) переводит класс функций  *S a,b  в класс почти выпуклых 

функций. 

а) Пусть  1/ 1 b   . Тогда в силу (3) из условия     2 1 1 / 1a b b a        получаем, 

что 

  

3 2
.

2 1 1

b a

b a


 


 
 

б) Если же   1/ 1 a   , то из условия     2 1 1 / 1a b b a       получаем, что 

  

3 2
.

2 1 1

b a

a b


 


 
 

Объединив результаты а) и б), получаем 

Следствие 2. Пусть 
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     

3 2 3 2
.

2 1 1 2 1 1

a b b a

a b a b


   
 

   
    (8) 

Тогда оператор (1) отображает класс  *S a,b  в класс K  почти выпуклых функций.  

Рассмотрим еще один граничный случай 0  . 

Известно, что класс  0K  совпадает с классом оS  выпуклых функций. Поскольку при 

1 1
и

1 1b a
  

 
  показатель почти выпуклости 0    в силу условия 1a b  , то из (3) полу-

чаем, что 0   только при условии, что  
1 1

.
1 1b a

 
 

   

Следствие 3. Если 
1 1

1 1b a
 

 
, то оператор (1) преобразует функции    *f z S a,b  в 

выпуклые функции.  

Заметим, что следствие 3 распространяет условие выпуклости интеграла Бернацкого из [9] на 

более широкий класс функций  f z . В случае, когда 
1 1

;
1 1b a


 

   
, точные радиусы выпукло-

сти интеграла Бернацкого при условии, что    *f z S a,b , найдены в [14]. 

Пусть в (8) 0a  , .b  Тогда  * 0,S   = *S . Поэтому из следствия 2 получаем 

Следствие 4 [13]. Пусть   *f z S  и 1/2 3/ 2   . Тогда интеграл Бернацкого  

     
0

/ .

z

Ф z f t t dt K


      
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GEOMETRIC PROPERTIES OF THE BERNATSKY INTEGRAL OPERATOR 
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Abstract. In the geometric theory of complex variable functions, the study of mapping of classes of 

regular functions using various operators has now become an independent trend. The connection 

f(z)∈S
o ⇔ g(z) = zf'(z) ∈ S

*
 of the classes S

o
 and S

*
 of convex and star-shaped functions can be consid-

ered as mapping using the differential operator G[f](x) = zf'(z) of class S
o
 to class S

*
, that is, G: S

o
 → S

*
  

or G(S
o
) = S*

. The impetus for studying this range of issues was M. Bernatsky's assumption that the in-

verse operator G
–1

[f](x), which translates S
*
 → S

o
 and thereby “improves” the properties of functions, 

maps the entire class S of single-leaf functions into itself. 

At present, a number of articles have been published which study the various integral operators. In 

particular, they establish sets of values of indicators included in these operators where operators map 

class S or its subclasses to themselves or to other subclasses. 

This paper determines the values of the Bernatsky parameter included in the generalized integral 

operator, at which this operator transforms a subclass of star-shaped functions allocated by the condition 

a < Re zf'(z)/ f(z) < b (0 < a < 1 < b), in the class K(γ) of functions, almost convex in order γ. The results 

of the article summarize or reinforce previously known effects. 

Keywords: geometric theory of functions of a complex variable; single-leaf functions; Bernatsky in-

tegral operator; convex; star-shaped and almost convex functions. 
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