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Аннотация. Рассматривается возмущенный сингулярный обыкновен-

ный дифференциальный оператор Чебышёва первого рода с непрерывным 

запаздыванием. Для произвольной числовой последовательности мало от-

личающейся от последовательности собственных чисел невозмущенного 

оператора, ставится задача нахождения оператора возмущения, содержаще-

го непрерывное запаздывание. Доказывается теорема существования тако-

го оператора. Построен и обоснован алгоритм нахождения функции запаз-

дывания в виде ряда Фурье. Обоснование алгоритма опирается на теорию 

регуляризованных следов. 

Ключевые слова: регуляризованный след; сингулярный обыкновенный диф-

ференциальный оператор; собственные числа. 

 

Введение 

Рассматривается обратная спектральная задача для сингулярного дифференциального опера-

тора Чебышёва первого рода с запаздыванием специального вида. Обратные спектральные зада-

чи часто возникают в естественных науках и инженерии (см., например, монографию [1] и ссыл-

ки в ней). Обратные спектральные задачи заключаются в построении операторов с заданными 

спектральными характеристиками. Для классических операторов Штурма–Лиувилля обратные 

задачи изучены достаточно полно, основные результаты можно найти в [2, 3]. Однако дифферен-

циальные операторы с задержкой по существу труднее для исследования, так как основные мето-

ды в обратной проблемной теории (метод оператора преобразования и метод спектральных ото-

бражений [2, 3]) не работают для операторов с задержкой. В настоящей работе метод регуляризо-

ванных следов применяется при решении обратной задачи для сингулярного обыкновенного 

дифференциального оператора с непрерывным запаздыванием успешно применённый в [4] для 

оператора Штурма–Лиувилля.  

 

Постановка задачи 

Рассмотрим дифференциальный оператор T : 

       2 '' '1 2Ty x x y x xy x    , 

действующий в пространстве  2 2 1,1L L  ,  
2

1

1
x

x
 


. Известно [5], что его собственным 

числам 2
n n   соответствуют ортонормированные в 2L  собственные функции 

   
2

n nv x T x


 , nT  – многочлены Чебышёва первого рода степени n  со старшим коэффициен-

том 12n , 

     cos cos , 0, , 1,2,nT n n        

Пусть P  – оператор, действующий в 2L : 

          ' 22 1 cos arccos 1Py x p x x y x p x y     . 

Поставим следующую обратную задачу спектрального анализа: для заданной возрастающей 

последовательности чисел  n  найти функцию p , такую, что спектр оператора    nT P    

совпадал бы с заданной последовательностью  n . 
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Дополнительно будем предполагать, что строго убывающая функция p  с непрерывной про-

изводной удовлетворяет условиям: 

   
2

2

'
1 0, 1 ,

L
L

p
p p p


    . 

Будем решать эту задачу, используя метод обратной спектральной задачи рассмотренный в 

[4]. 

 

Основные результаты 

Поскольку оператор T  – самосопряженный, а P  – ограниченный, то имеет место равенство 

(см. напр. [6]) 

   n n n n nμ = λ + Pv ,v +α p , 

где  nα p  поправка теории возмущений  

      
2

0

1
,

2
n

n

p Sp R PR d
i


    



     

   1

1
:

2
n n n n      

 
     

 
, Sp  – след оператора, R  и 0R  – резольвенты операторов T  и 

T +P  соответственно. Можно показать (см. напр.[4, 7]), что для поправок справедлива 

Теорема 1. Если jP < r , то выполнено неравенство  

     
2

1 2 0 1 22
max .

1

n
n n

n

n

rr
p p R P P

r

r

 
  


  



 

Здесь 
2
  – норма Гильберта–Шмидта,  1

1

2
n n nr    . 

Преобразуем выражение  n nPv ,v . 

              
1

' 2

1

, 2 1 cos arccos 1n n n n nPv v p x x v x p x v v x x dx



      
    

            
1

' 2

1

2
2 1 cos arccos 1 .n np x x n x p x v v x x dx




    
    

Сделаем замену переменной cosx  . 

            '

cos
0

2
, 2 sin cos cos 1 cosn n n

x
Pv v p x n p v n d




    

 

     
    

         
 

 '

cos
0 0

2 11
2 sin cos 2 cos cos cos cos

n

x

v
p x n p np x d n d

 


     

 

     
    

         '

cos
0 0

1 2
2 sin cos 2 cos cos cos

x
p x n p d np x d

 


    

 
      

    '

cos
0

1
sin cos cos

x
p x np x d




 

 


  

Сделаем замены: в первом интеграле  2 cos ,z p    в третьем  cosu p   и, учитывая, 

что    1 0, 1p p    , получим 

         
0 0

2 2
, cos 1 'cos .n nPv v np x dx p t nt dt

 

 
     
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Или  
2

,n n nPv v p


 , где np  коэффициент разложения производной функции  1 'p  обратной 

к функции p  в ряд Фурье по косинусам 
2

cosnx


. 

Таким образом  

 
2

n n n np p  


   .                                                                (1) 

Умножим это тождество на cosnx  и просуммируем по n, добавив слагаемое c  для образования 

базиса пространства  2 1,1L  , получим 

     
'

1

1

cos .n n n

n

p x p nx c  






     

Наконец, проинтегрируем от 0 до x, учитывая  1 0p  : 

 
  1

1

1 sin .
n n n

n

p
p x nx cx

n

  




 
    

Воспользуемся вторым условием  1p    и найдем 
2

c



   

Теорема 2. Если для последовательности nξ  выполняются неравенства: 

 

2

2
22

0 2
1

: max 1,
2

1

n

nn

n

rr
R

r
n

r

 


 






 
 
  
  
   

  

  

 
2

2 2

2
1

1 ,
n n

n

r
n

 







   

то существует функция    20, 0,p U r L    такая, что для спектра оператора    nσ T +P = μ  

имеют место равенства n nμ = ξ . 

Доказательство. В пространстве  2 0,L   рассмотрим уравнение относительно  p : 

 1
0p p    ,                                                                (2) 

где 

 
0

1

2
sin 1,

n n

n

nx x
n

 









     

 

1

sin .
n

n

p
p nx

n








  

Введем операторы      2 2: 0, 0, 0,A U r L L     

 0Ap p    

и    2 2: 0, 0,B L L   

1Bp p . 

Так как 2 ,B p p  то уравнение Bp= Ap  эквивалентно уравнению 2p A p . Покажем, что A  

сжимающий оператор. Имеем 

   
22

1 2 1 2Ap Ap p p      
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   
2

1 2

2
12

n n

n

p p

n

  




  

2

2 2

0 1 22
1

max
2

1

n

nn

n

rr
R P P

r
n

r

 









 
 
   
  
   

  

  

 

2

2 2 22
0 1 2 1 22

1

max .
2

1

n

nn

n

rr
R p p p p

r
n

r

 


 






 
 
    
  
   

  

  

Таким образом, A является сжимающим оператором. Уравнение имеет единственное реше-

ние по комбинированному принципу сжимающих отображений.  

Для доказательства того, что решение этого уравнения является решением поставленной за-

дачи, очевидно, достаточно продифференцировать уравнение (2), затем умножить полученное 

тождество на 
2

cosnx


 и проинтегрировать в пределах от 0 до  . Получим тождество 

 
2

n n n np p  


   . 

Сравнивая его с (1) получим равенства n nμ = ξ . Теорема доказана. 

 

Алгоритм 

Используем известную [8] вторую поправку теории возмущений для конструирования алго-

ритма. 

 
  2 , ,1

.
2

k n n k
n

n kk n

Pv v Pv v
p

 




  

Приведем алгоритм поиска приближённого решения, вытекающего из доказательства 

теоремы. 

Зададим точность δ. 

1. Выберем число слагаемых ряда m чем больше оно, тем более точным будет приблизитель-

ное решение. Если числа  nξ  конечное множество, то m определяется естественным образом. 

2. Положим 0 0p  . 

3. Далее 

 
1

1

2
ˆ sin 1.

m
n n

n

p nx x
n

 




    

    
 

1 1

1

1 1

ˆ ˆ, ,2
sin 1 sin .

2

m m m
n i n in n

n in n i n

Pv v v Pv
p nx x nx

n n

 

    


   


   

4. Начнем итерации 

    
 1

1 1

, ,2
ˆ sin 1 sin ,

2

m m m
j n i n j in n

j
n in n i n

P v v v P v
p nx x nx

n n

 

  


  


   


   

    
 

1 1

1

1 1

ˆ ˆ, ,2
sin 1 sin .

2

m m m
j n i n j in n

j
n in n i n

P v v v P v
p nx x nx

n n

 

  

 



  


   


   

5. Вычислим  

 
  

 
1 1

1

, ,
, .

2

m
j n i n j i

n n j n n
n ii n

P v v v P v
P v v 

 

 





  

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6. Сравним числа nξ  и nμ  по какому-либо критерию, например  
2

1

m

n n

n

  


  . Если зна-

чение критерия уменьшилось по сравнению с предыдущим, то переходим к следующей итерации, 

т. е. к шагу 4. Если значение увеличилось и требуемая точность была достигнута при предыду-

щей итерации, то найдено приблизительное решение 1jp p  . Если значение увеличилось, но 

необходимая точность не была достигнута на предыдущей итерации, то увеличим m и перейдем к 

шагу 1. 
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Abstract. A perturbed singular ordinary differential Chebyshev operator of the first kind with con-

tinuous delay is considered in this paper. For an arbitrary numerical sequence that does not differ much 

from eigenvalues sequence of an unperturbed operator, a problem is set to find the perturbation operator 

containing a continuous delay. A theorem of the existence of such an operator is being proved. An algo-

rithm of finding the delay function in the form of a Fourier series is built and substantiated. The algo-

rithm substantiation is based on the regularized traces theory. 

Keywords: regularized trace; singular ordinary differential operator; eigenvalues. 
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