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Аннотация. Рассматриваются возможности применения некоторых мо-

дифицированных численных методов для уравнений с запаздыванием, ли-

нейно зависящим от времени (аргумента). Поскольку запаздывание неогра-

ниченно возрастает, требуется применять также некоторые асимптотиче-

ские методы при анализе поведения решения таких систем. В статье будут 

установлены асимптотические свойства исследуемых систем, существенно 

влияющих на точность численного подсчета. Именно, ввиду неограничен-

ности запаздывания, в случае неустойчивости решения систем с запаздыва-

нием для выяснения свойств решения подобных систем полезно знать 

асимптотические свойства производных, имеющих порядок больше едини-

цы. Зачастую (при условиях, сформулированных в статье) данные произ-

водные стремятся к нулю при неограниченном увеличении времени. Это 

свойство позволяет достаточно эффективно применять некоторые числен-

ные методы конечного порядка (метод Рунге–Кутты, модифицированный 

метод Эйлера с пересчетом и т. д.). В качестве иллюстрации эффективности 

разработанных методов в статье будет показано применение некоторых мо-

дифицированных методов численного счета для изучения процесса верти-

кальных колебаний полоза токоприемника, движущегося с постоянной 

скоростью локомотива при взаимодействии с контактным проводом при 

наличии эластичного закрепления на опоре. Численные методы, изложен-

ные в статье, позволяют исследовать асимптотическое поведение и более 

сложных систем, содержащих как постоянное, так и линейное запаздывание. 

Отметим, что применение численных методов для подсчета решения зачас-

тую позволяет выявить не только неустойчивость решения исследуемых сис-

тем, но и может быть использовано при стабилизации некоторых систем, со-

держащих неограниченное (не обязательно линейное) запаздывание. 

Ключевые слова: линейное запаздывание; численные методы; асимптоти-

ческая устойчивость. 

 

Введение 

Уравнения с запаздыванием встречаются во многих задачах физики, механики, радиоэлек-

троники, биологии. Если системы с постоянным запаздыванием изучены достаточно хорошо, то 

системы с переменным (но ограниченным) запаздыванием гораздо менее изучены.  Еще менее 

изучены системы с линейным запаздыванием, т. е. в том случае, когда запаздывание γ(t) является 

линейной функцией времени, следовательно, не является ограниченным. Между тем системы с 

линейным запаздыванием встречаются в теории радиоактивного распада, в задаче колебаний то-

коприемника движущегося локомотива при взаимодействии с контактным проводом при наличии 

эластичности в точке закрепления провода (простейшая модель будет рассмотрена в данной ста-

тье). Кроме того, уравнения с линейным (пропорциональным) запаздыванием встречаются в эко-

номике, теории очередей и т. д. 

Поиск решения таких систем в аналитическом виде возможен только в исключительных слу-

чаях. Между тем для решения, например, задач стабилизации систем такого класса необходимо 
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знать поведение решения исследуемой (нестабилизированной) системы. Эту информацию можно 

получить, применяя численные методы решения исследуемых систем. Но в нашем случае нали-

чие неограниченного запаздывания приводит к определенным трудностям (в частности, накапли-

ваются ошибки при приближенных численных расчетах на бесконечном промежутке времени). 

Поэтому возникает задача модифицировать некоторые традиционные методы численного счета. 

 

1. Применение численных методов для решения некоторой системы 

в случае постоянных коэффициентов в правой части 

Изучим поведение решения системы m-го порядка c постоянными коэффициентами и с за-

паздыванием γ(t), линейно зависящим от времени t: 

( )dx t

dt
 = Ax(t) + Bx(μt),  μ = const, 0 < μ < 1, t ≥ t0 > 0, γ(t) = (1–µ)t.                        (1) 

Начальные условия, определяющие решение системы (1), заданы, например, на отрезке [µ t0, t0] 

начальной вектор-функцией φ(θ), т. е. 

           x(θ) = φ(θ), θ[µ t
0
, t

0
]                                                                 (2) 

(в частности, начальные значения могут быть заданы и в точке t
0 

= 0). Асимптотическое поведе-

ние решения будем рассматривать в линейном пространстве непрерывных функций ( )С .  

Пусть Re (λi) < –β, β = const, β > 0, где λi – корни характеристического уравнения 

|A – λE| = 0.                                                                        (3) 

Тогда при t > t0  для решения системы (1) x(t,t0,φ(θ))  при любой матрице B (отличной от нулевой) 

справедлива оценка [1] 

x(t) = O(t p ),  p = const, |p| > 1,                                                        (4) 

(под оценкой (4) понимается следующее: найдется постоянная вещественная p, что величина x(t) 

= O(t p ) при t ≥ t0 , т. е. эквивалентна t p ). 

Дальнейшие свойства решения данной системы (1) при |ρ| < 1, где ρ – собственные значения 

матрицы A
–1

B, а именно, асимптотическая устойчивость, также следуют из работы [1]. Иные же 

свойства системы (1), а именно неустойчивость решения, при наличии хотя бы одного собствен-

ного значения ρ , | ρ | > 1 (доказанного c помощью преобразования Лапласа) следуют из резуль-

татов работы [2]. Асимптотические свойства данной системы, например, при |ρ| = 1 (в случае не-

устойчивости) можно исследовать уже с помощью численных методов, учитывая особенности 

данной системы. Приведем эти свойства. 

Продифференцируем обе части системы (1) по t. Получаем систему 
2

2

( )d x t

dt

 = 
'( )dx t

dt
 = Ax'(t) + μBx'(μt), где 

( )dx t

dt
 = x'(t), t > μ

–1
t0.                          (5) 

При малом μ собственные значения матрицы μA
–1

B, меньше единицы по модулю, тогда решение 

системы (5) асимптотически устойчиво, следовательно, тем более данное свойство справедливо и 

для соответствующей системы вида 
3

3

( )d x t

dt
 = Ax

(2)
(t) + μ

(2)
Bx

(2)
(μt),  t > μ

–2
t0. 

Тогда для иллюстрации поведения решения исходной системы (1) применим модифицированный 

метод Эйлера с пересчетом [3]. 

Если же параметр μ не является малым, но при выполнении неравенства k
j| ρ | < 1, где k

jρ  – 

собственные числа матрицы μ
k
A

–1
B, имеем, что производные x

(k+j)
(t) (j = 1, 2,…) также стремятся к 

нулю при t→∞, следовательно, можно эффективно использовать численный метод Нордсика [3, 

4], который оперирует лишь с величинами x
(j)

(t) (j = 0, 1, 2,…, k–1). Поскольку имеем асимптоти-

ческое равенство 

x(ti+1) ≈ x(ti) + ∆x
(1)

(ti) + (1/2)∆
2
x

(2)
(ti) + … + O((1/k!)∆

k
x

(k)
(ti)),  

где ∆ – малая постоянная величина, вводим величину Ẑl  (Нордсика), компонентами которой яв-

ляются величины x
(j)

(t). Получили конечномерную систему, которая может дать достоверные ре-
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зультаты при достаточно малых ∆. Этот метод исследования (более подробно см. в [3, 4]) приме-

ним и для некоторых неоднородных уравнений. Приведем пример. 

В статье [5] рассматривается проблема колебаний полоза токоприемника, движущегося с 

единичной скоростью локомотива, при взаимодействии с контактным проводом. Полагают, что 

выполнены следующие условия: 

с
2
 = 0

0

T

m
 > 1, c = const, 

где 0T  – натяжение в тросе, 0m  – масса единицы длины троса. Пусть величина Y(x, t) – малое 

вертикальное перемещение натянутого троса под действием движущегося токоприемника, обо-

значим ординату натянутого контактного провода ν(x). Схема участка электрофицированной до-

роги изображена на рис. 1, ось y направлена вниз, а уравнение (неоднородное) гиперболического 

типа имеет вид 

2

1

c

2

2

( , )Y x t

t




 – 

2

2

( , )Y x t

x





 = –Pδ(x–t),  t > 0. 

 
 

Рис. 1. Схема контактной сети и токоприемника 
 

Считаем, что в результате действия вертикального смещения токоприемника справедливо 

соотношение 

( , )Y x t

x

 
  

 = k
( )dy t

dt
, 

где y(t) = Y(x,t) + ν(t); y(t) – координаты точки приложения обода токоприемника, k – коэффици-

ент пропорциональности (имеется податливость опорного узла), ν(t) – уравнение контактного 

провода (подвески) с учетом единичной скорости. Более подробно в [5].  

Таким образом, получаем уравнение с переменным запаздыванием  

( )dy t

dt


1
( )

2

c
y t

k


+

(1 )
( )

2 (1 )

c
y t

k









+

1
( )

2

c
v t

k


+ ( )

d
v t

dt
.                                 (6) 

Здесь µ = 
1

1

c

с




, 0 < µ < 1, α –  коэффициент пропорциональности, возникающий ввиду решения 

волнового уравнения на линии действия токоприемника x = t, (более подробно см. [5, 6]). 

При условии малости величины провеса контактного провода ордината ν(t) в правой части 

данного уравнения с высокой степенью точности является параболой [6], тогда уравнение (6) бу-

дет иметь вид 

( )dy t

dt


1
( )

2

c
y t

k


 + 

(1 )

2 (1 )

c
y

k








(µt) + α0t

2 
+ α1t + α2, αj = const, j = 0, 1, 2.             (7)  

Начальные условия заданы в точке t = 0, т. е. y(0) = y0. Отметим, что в случае неравенства  

|(1 – α)α
–1

| < 1 решение однородного уравнения, соответствующего (6) будет асимптотически ус-

тойчивым, тогда  решение (7) будет ограниченным [7] и с помощью численных методов (исходя 

из графика) могут быть оптимизированы параметры подвески и опорного узла. 
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В заключение раздела отметим, что подобными численными методами можно исследовать и 

поведение систем, содержащих наряду с линейным также и постоянное запаздывание, имеющих 

вид 

ˆ( )dx t

dt
 = A x̂ (t) + B1 x̂ (t – ω) + B2 x̂ (μt),  ω = const, ω > 0.                              (8)   

Cхожие уравнения встречаются, например, в задаче управления затратами на рекламу [8]. 

Достаточные условия асимптотической устойчивости получены автором в работе [1], при этом 

полагается, что λ корни характеристического уравнения  

|A + B1exp(–λσ) – λE| = 0  

имеют отрицательную вещественную часть. Тогда решение «укороченной» системы  

ˆ( )dy t

dt
 = A ŷ (t) + B1 ŷ (t – ω).  

экспоненциально устойчиво, следовательно, и для фундаментальной матрицы решений «укоро-

ченной» системы Y σ (t,s) = Y σ (t – s) справедлива  оценка [9] 

║Y σ (t – s)║ ≤ C exp(–b(t – s)), b = const, b > 0, C = const, C > 1.                     (9)  

Если теперь продифференцировать j раз обе части системы (8), то из полученного соотноше-

ния  
( 1)ˆ ( )j

j

dx t

dt



 = A ( )ˆ jx (t) + B1
( )ˆ jx (t – ω) + µ

 j
 B2 ˆ(j)x (μt) 

при 2|| ||k B
b




 , b  = const, 0 < b  < 1 следует свойство производных  || ˆ(j)x (t) || → 0 (при t → ∞, 

j ≥ k, k – натуральное число), более подробно в [1]. Как вытекает из результатов, полученных в 

[1], для вектор-функции ˆ(k)x (t) справедлива оценка 

|| ˆ(j)x (t)|| ≤ Ck

δkt

h


 
 
 

sup ( )k


  , ˆ(k)x (η) = ( )k  , η ≤ h.                                  (10) 

Представим теперь при j = k – 1 решение соответствующей дифференциальной системы в 

интегральной форме [9] 

( 1)ˆ ( )kx t  = Y σ (t – h)f 1k (h) +

0

Y



 σ (t – h – ξ)B 1 f 1k (h + ξ)dξ + 

+

t

h

Y σ (t – s) kμ B 2
( 1)ˆ ( )kx s ds, t > h, ( 1)ˆ kx  (η) = ( )  , η ≤ h.                         (11) 

Первые два члена в правой части этого равенства есть величина ŷ (t). Рассмотрим интегральный 

член в правой части. Введем вектор-функцию W1(t), определенную равенством
d

dt
W1(t) = Y σ (t), 

причем 

W(t,h)= – 

t

h
s




W1(t – s)ds = R – W1(t – h),.                                            (12) 

где 1(0)R  W . 

Проинтегрировав по частям второй член в правой части равенства (10), получаем следующее 

соотношение:  
t

h

Y σ (t – s) 1k  B 2
( 1)ˆ ( )kx s ds = 1k  RB 2

( 1)ˆ ( )kx t  – 

– 1k 
W1(t – h)B 2

( 1)ˆ ( )kx h  + 1

t

h

W  (t – s) kμ B 2
( )ˆ ( )kx s ds.                          (13) 
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Второй член в правой части (13) является исчезающей вектор-функцией [1], интеграл ввиду со-

отношений (9), (10) также есть исчезающая вектор-функция. Получили из (11) неоднородную 

разностную систему  
( 1)ˆ ( )kx t = 1k  RB 2

( 1)ˆ ( )kx t  + Fk–1(t).                                       (14) 

Здесь неоднородность Fk–1(t) (при t→∞) является исчезающей вектор-функцией [1, 10]. Полагаем, 

что среди собственных значений 1k   матрицы 1k  RB2  найдется хотя бы одно 1k   по модулю 

больше единицы. Тогда решение однородной разностной системы (соответствующей (14)) будет 

неустойчиво [10]. Следовательно, неустойчиво и решение системы (14) ввиду того, что общее 

решение этой системы состоит из суммы общего решения однородной системы и частного неод-

нородной системы.  

Далее рассмотрим поведение величины ( 2)ˆ ( )kx t . Методами, аналогичными использованны-

ми выше, получаем для системы первого приближения неоднородное уравнение 
( 2)ˆ ( )kx t  ≈ 2k  RB 2

( 2)ˆ ( )kx t + 1k  2k  (RB 2 )
2 ( 2)ˆ ( )kx t + 2

ˆ ( )kF t .  

Здесь 2
ˆ ( )kF t  – исчезающая вектор-функция. Снова имеем неоднородное уравнение, при этом 

соответствующее однородное разностное уравнение неустойчиво. 

Продолжая подобные рассуждения, получаем итоговую асимптотическую формулу для ре-

шения исходной системы (8)  

ˆ( )x t RB 2 ˆ( )x t  + µ(RB 2 )
2

)('ˆ tx   + µ 2  (RB 2 )
3 (2)ˆ ( )x t  +…+ 

+ µ 2 … 1k   (RB 2 )
k ( 1)ˆ ( )kx t  + 0

ˆ ( )F t .                                              (15) 

Данную разностную систему первого приближения легко реализовать в виде компьютерной про-

граммы, из нее же можно сделать выводы: если k ≤ 4, численное решение можно применять на 

конечном промежутке, применяя метод Рунге–Кутты–Фельберга, при этом получать численные 

решения для производных первого, второго, …, четвертого порядка, дальнейшее представление 

получим, используя представления типа (15). Если же k > 4, то численный подсчет производим 

методом Нордсика.  

 

2. Анализ систем с линейным запаздыванием при µ = 1 – ε, ε – достаточно малое положи-

тельное число 

Отметим, что произведенные выше исследования весьма эффективны при малых величинах 

µ. Если же при соотношении μ = 1 – ε (ε – достаточно малое положительное число) ввиду того, 

что производная от величины (1 – ε)t весьма близка к единице (и приходится весьма много диф-

ференцировать исходное выражение (2), для получения достаточных условий асимптотической 

устойчивости производных) весьма эффективно использовать  функционалы  

V( , ( ))t x s  = W( , ( ))t x t  + 
, 1

m

ij

i j




 2 ( )

t

j

t

x s ds



  + 
, 1

m

ij

i j




 2 ( )

t

j

t t

x s ds



 . 

Здесь W( , ( ))t x t  − ограниченная положительно определенная квадратичная форма переменных 

xj(t) (xj(t) − компоненты вектор-функции x(t)), функционал V(t, x(s))  является знакоопределенным 

[11]. Рассматривая теперь производную от функционала V(t, x(s))  вдоль интегральных кривых 

исследуемой системы, видим, что если производная от данного функционала вдоль интегральных 

кривых этой системы  будет отрицательно определенной квадратичной формой переменных x(t), 

x(t–s), и при этом сам функционал V(t, x(s)) является знакоопределенным, знака, противополож-

ного его производной вдоль интегральных кривых этой системы, то система асимптотически ус-

тойчива [11]. 

Приведем простейший пример. Рассмотрим уравнение первого порядка 

( )dx t

dt
  ax(t) + bx(t – εt), a = const, a < 0, b = const, t ≥ t0>0.                             (16) 

Для решения вопроса о достаточных условиях относительно b, при которых решение уравнения 

(16) асимптотически устойчиво, рассмотрим функционал  
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V1(t, x((s)) = x
2
(t) − a 2 ( )

t

t t

x s ds



 .                                                 (17) 

Вычислим его производную вдоль траекторий уравнения (16) 

d

dt
V1(t, x((s)) 1 (τ, z(s)) = 2x(t)(ax(t) + bx(t – εt) – ax

2
(t) + a(1–ε)x

2
(t – εt)) = 

= a[x
2
(t) + 2ba 1 x(t)x(t – εt) + (1 – ε)x

2
(t – εt)] = aW1(x(t), x(t – εt)).                     (18)    

Очевидно, квадратичная форма W1(x(t), x(t – εt)) является определенно положительной при 

 |b| <(1–ε)
0,5

|a| [10].  

C другой стороны достаточными условиями асимптотической устойчивости (более точными 

и более широкими) является совокупность неравенств [1]: a < 0, |b| < |a|. Видим, что при доста-

точно малом ε > 0 эти условия асимптотической устойчивости близки к полученным. Этот метод 

функционалов Ляпунова–Красовского позволяет получать области асимптотической устойчиво-

сти и при переменной величине b(t). 

 

3. Пример 

Учитывая применение численных методов, изложенных выше, рассмотрим систему второго 

порядка: 

( )
4 ( ) 1,5 ( ) 4 ( 1) 2,4 (0,2 ) 2 (0,2 )

dx t
x t y t y t x t y t

dt
       , 

( )
2 ( ) 2 ( 1) (0,2 ).

dy t
x t y t y t

dt
                                                    (19) 

Система имеет два запаздывания: γ1 = 1 и γ2 = 0,8t. Корни характеристического уравнения 

∆(λ) = λ
2
 + 4λ + 2λ·exp(–λ) + 3 = 0, 1 = –0,449, 23 = –0,575  2,675i, 45 = –1,412  8,16i, …, обла-

дают свойством Re(λ) ≤ –0,449, корни не являются кратными. Последнее свойство позволяет по-

лучать элементы фундаментальной матрицы решений системы без членов с линейным запазды-

ванием в правой части в виде 
'( )

j
kr

j

d


exp(jt). Здесь j

krd  – алгебраические дополнения матрицы 

4 1,5 4exp( )

2 2exp( )

j j

j j

 

 

    
 
     

  

в пересечении k-й строки и r-го столбца, Δ’(λj) – производная от функции Δ(λ) при значении ар-

гумента λj. Если теперь представить решение системы в численном виде с предысторией (началь-

ные данные): x = 1, y = t, то видим, что решение неустойчиво, это иллюстрирутся рис. 2 и под-

тверждается собственными значениями матрицы 

ρ(RB2) 
0,05

1,406

 
  
 

. 

Рассмотрим систему, которой удовлетворяет производная 

( )
4 ( ) 1,5 ( ) 4 ( 1) 0,48 (0,2 ) 0,4 (0,2 ),

dx t
x t y t y t x t y t

dt
        

( )
2 ( ) 2 ( 1) 0,2 (0,2 ).

dy t
x t y t y t

dt
                                                  (20) 

Ее решение асимптотически устойчиво (что видно из графика производной на рис. 3). Подсчет 

велся с применением алгоритма Рунге−Кутты−Фельберга и является закономерным на конечном 

промежутке.  

Поскольку решение медленно растет при t→∞, то удобно при больших t асимптотическое 

представление решения в виде ˆ( )x t  2 ˆ( )B x tR .  
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Рис. 2. Неустойчивость решения   Рис. 3. Устойчивость производной решения 

 

4. Применение численных методов для одной системы в случае переменных матриц A(t) и 

B(t) 

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с переменными матрицами 

A(t), B(t) 

( )dx t

dt
 = A(t)x(t) + B(t)x(μt),  μ = const, 0 < μ < 1, t ≥ t0 > 0.                              (21) 

Сделаем замену аргумента τ = 
0

ln
t

t

 
 
 

. Получаем систему с постоянным запаздыванием 

( )dz

d




 = t0e

τ
[ ˆ( )A  z(τ) + ˆ( )B   z(τ–σ)], σ = –ln(µ), τ ≥ 0.                              (22) 

Полагаем, что матрицы ˆ( )A  , ˆ( )B   – периодические (периода σ), достаточное число раз диффе-

ренцируемые, при этом справедливы оценки 

|| ( )ˆ ( )jA  || ≤ a , || ( )ˆ ( )jB  || ≤ b , j = 1, 2,…, k; a  = const, b  = const.                 (23) 

Здесь и далее под нормой вектора x считаем равенство ||x||=
1

| |
m

i

i

x


 , ix  – координаты вектора x. 

При этом норма матриц выбирается в соответствии с нормой вектора. Полагаем, что собственные 

числа λi(τ) матрицы ˆ( )A   удовлетворяют неравенству  

Re(λi(τ)) < –β.                                                                       (24) 

Для того, чтобы лучше понять асимптотические свойства системы (22), положим zn+1(τ) = 

z(nσ+τ), εn = 
0

n

t


, и сведем систему (22) к счетной системе 

 εn
( )dz

d




 = e

τ
[ ˆ( )A  zn+1(τ) + ˆ( )B  zn(τ)], τ[0,σ], zn+1(0) = zn(σ), n = 0, 1, … .           (25) 

Известно [12], что при выполнении условий (23), (24) фундаментальная матрица ( , )n sY  реше-

ний линейной системы без запаздывающих членов 

εn
1( )ndy

d






 = e
τ ˆ( )A  yn+1(τ)  

при достаточно малом εn (n ≥ N) допускает оценку 

|| ( , )n sY || ≤ M exp
( )s

n

e e



  
 
  

, 0 < s < τ ≤ σ.                                       (26) 

(Отметим, что константа M > 1 одна и та же для любых 0 < εn ≤ ε0). Данную величину N можно 

установить, сравнивая графики вектор-функции  
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 εn

0
1( )ndz

d






 = eхp(τ)[A(τ) 0
1nz  (τ) + E], 

(где E – единичная матрица, а вектор-функция 
0

1nz  (0) равна нулевому вектору) с матрицей  

–A
–1

(τ) на интервале [0,5σ, σ]. 

Ранее доказано [13], что  при выполнении оценок (23), (26) для величин                    (i = 1, 

2,…; j = 1,…,k) справедливы (довольно грубые) оценки ( )max || ( ) || max || ( ) ||,j n
n i j nz С q z

 
    

q = M[1+β
–1

b], Cj = const, Cj > 1. 

Запишем решение системы (25) в форме Коши 

zn+i(τ) = 1( ,0)n iY   zn+i(0) + 1

0

( , )n iY s



 
1

s

n i

e

  

[ ˆ( )B s zn+i–1 (s)]ds 

и проинтегрируем последний член в правой части по частям несколько раз. Имеем (учитывая 

оценки роста решения и производных)  

zn+i(τ) = 1( ,0)n iY   zn+i–1 ( 0  )+

0

( , )nY s




s

n

e


[ ˆ( )B s zn+i–1(s)]ds =  

= 1( ,0)n iY   zn+i–1 ( 0  ) – 1ˆ ( )A  ˆ( )B  zn+i–1(τ) + O( 1n i   )zn+i–1 (τ) + 

+ 1( ,0)n iY   (– 1ˆ (0)A ˆ(0)B  + O( 1n i   ))zn+i–1(0)+ O( 1n i   ) (1)
1( )n iz   +    

+ 1( ,0)n iY  
(1)

1(0)n iz    + … + ( 1n i   )
k–2

O( 1n i   ) ( 1)
1( )

k
n iz 
   + 

+ 1( ,0)n iY   ( 1n i   )
k–2

O( 1n i   ) ( 1)
1(0)

k
n iz

   + O(( k q) 

i
)║ zn(τ)║,                       (27) 

Полагаем, что µ
k
q < 1, что возможно при достаточно больших k (величину k можно получить из 

неравенства  Mµ
k
b < β). Следовательно, O(( k q)

i
)║ zn(τ)║ является исчезающей вектор-функцией 

при i→∞. Таким образом, 
(1)( ) ( , ( ), ( )z  f z  z        ,…, z ( 1) ( )k    ). 

Отсюда и в исходной системе (в переменной t) вектор-функция x(t) приближенно зависит 

лишь от ( )jx (µt), j = 0, 1,…, k–1. Нахождение численного решения системы (22) (например, ме-

тодом Рунге–Кутты–Фельберга) может применяться только при малых τ и не является приемле-

мым из-за наличия экспоненты в правой части этой системы. Тем не менее в случае экспоненци-

альной устойчивости, соответствующей вырожденной (разностной системы), производная систе-

мы (21) также экспоненциально устойчива [13], и, разрешив равенство (25) относительно zn+1(τ), 

имеем, что в правой части полученного равенства ɛne
–τ 1ˆ ( )A  zn+1 (τ) является величиной более 

высокого порядка малости, т. е. zn+1(τ) ≈ – 1ˆ ( )A  ˆ( )B  zn(τ).  

Теперь, учитывая тот факт, что в исходной системе (в переменной t) вектор-функция x(t) 

приближенно зависит лишь от ( )jx (µt), j = 0, 1,…, k–1 искомая вектор-функция x(t) при t > t0µ
–N

 

может быть вычислена модифицированным методом Нордсика. Но данное свойство также может 

быть использовано при (модифицированном) методе Рунге–Кутты–Фельберга. Пусть k = 3. Име-

ем для численного решения системы (21) асимптотическое равенство [3] 

x(t + Δ) ≈ x(t) + Δ[A(t)x(t) + B(t)x(μt)] +  

 
2 ( ) ( ) ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

2

dA t dB t
x t x t A t A t x t   B t x t f t

dt dt
 

   
     

  
 

где ˆ ( )f t  – исчезающая вектор-функция. 

Отсюда получаем численный алгоритм 
2

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2
i i i t i t i ti i i

dA t dB t
u u A t u   B t u  u u A t A t u B t u

dt dt


                    
 

Здесь ui – приближение точного решения x(t) в точке ti, ( )ti
u   = u(ti + s), где µti < s < ti (более под-

робно см. в [3]).  

||)(||max )( 


j

inz 



Гребенщиков Б.Г., Загребина С.А., Применение некоторых численных методов 
Ложников А.Б. для решения систем с линейным запаздыванием 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2023, том 15, № 1, С. 5–15 

13 

Отметим так же, что предложенный численный метод применим и для систем вида 

0

1

( ) ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,
r

i i

i

dz
t e A z B z n

d


    

 

 
   

 
  

ni – целые числа, 0 < n1 < n2 < … < nr, матрицы ˆ ( )iB   периодические, периода σ. 

В заключение авторы считают своим приятным долгом поздравить профессора Алексея Ва-

лерьевича Богомолова с пятидесятилетним юбилеем и поблагодарить его за многолетнюю под-

держку и интерес к нашим исследованиям, за доброжелательную и конструктивную критику. 
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Abstract. This paper considers the application of modified numerical methods for solving differen-

tial equations with a delay which linearly depends on time. Since the delay increases indefinitely, it is 

also necessary to apply asymptotic methods to analyze the behavior of the solutions of such systems. 

The paper establishes the asymptotic properties of the systems under study, which significantly affect 

the accuracy of the numerical calculation. Given the unbounded delay and the instability of the solutions 

and to clarify the properties of the solution of such systems, it is useful to know the asymptotic proper-

ties of the derivatives having an order greater than one. Under the conditions formulated in the article, 

these derivatives tend to zero as t→∞. This property makes it possible to apply finite-order numerical 

methods (such as the Runge–Kutta method and the modified Euler method). As an illustration of the 

effectiveness of the methods developed, the article calculates the vertical oscillations of a locomotive 

pantograph moving at a constant speed when interacting with the contact wire. The numerical methods 

allow the study of the asymptotic behavior of more complex systems containing both constant and linear 

delay. Note that the use of numerical methods for calculating the solution reveal the instability of the 

solution of the systems under study and can be used to stabilize some systems containing an unlimited 

(not necessarily linear) delay. 

Keywords: linear delay; numerical methods; asymptotic stability. 
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