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Аннотация. Определяется элементарное решение полигармонического 

уравнения и приводятся его свойства. Это элементарное решение совпадает 

с известными ранее элементарными решениями бигармонического и три-

гармонического уравнений. Используя введенное элементарное решение, 

находится интегральное представление решений неоднородного полигар-

монического уравнения в ограниченной области с гладкой границей. На ос-

нове полученного интегрального представления исследуется разрешимость 

задачи Рикье–Неймана. Сначала определяется понятие функции Грина за-

дачи Рикье–Неймана, а затем доказывается существование так определен-

ной функции Грина. Затем, используя интегральное представление реше-

ний полигармонического уравнения и функцию Грина задачи Рикье–

Неймана, находится интегральное представление решения задачи Рикье–

Неймана в единичном шаре. Приведен пример решения задачи Неймана 

для уравнения Пуассона с простейшей правой частью, необходимый в 

дальнейшем. 

На основе функции Грина задачи Рикье–Неймана доказана теорема об 

интегральном представлении решения краевой задачи Рикье–Неймана с 

граничными данными, интеграл от которых по единичной сфере обращает-

ся в нуль. В заключение на основании доказанной теоремы приводится 

пример вычисления решения задачи Рикье–Неймана с граничными функ-

циями, совпадающими со следами однородных гармонических полиномов 

на единичной сфере. 

Ключевые слова: полигармоническое уравнение; задача Рикье–Неймана; 

функция Грина. 
 

Введение. Явный вид функций Грина для разных краевых задач представлен во многих ра-

ботах. Приведем только некоторые из них. Например, в двухмерном случае, в работе [1], на ос-

новании известной гармонической функции Грина представлены функции Грина различных би-

гармонических задач. Явный вид функции Грина для 3-й краевой задачи был найден в работах  

[2, 3], а функции Грина в секторе для бигармонического и 3-гармонического уравнений в работах 

[4, 5]. Исследования задачи Дирихле для полигармонического уравнения в шаре можно найти в 

работах [6, 7]. В них получен явный вид функции Грина. Явное представление функции Грина 

третьей краевой задачи для уравнения  Пуассона получено в статье [8], а в [9] для  

3-гармонического уравнения в шаре представлен оператор Грина, действующий на полиноми-

альные данные. 

В связи с бигармоническим уравнением отметим недавние работы [10, 11], посвященные ус-

ловиям разрешимости некоторых нестандартных задач в шаре для бигармонического уравнения. 

В качестве наиболее общих результатов по обобщённой задаче Неймана, содержащей степени 

нормальных производных в граничных условиях, отметим работу [12]. В статье [13] для бигар-

монического уравнения в шаре получен явный вид функций Грина задач Навье [14] и Рикье–

Неймана. Функция Грина применяется также и для исследования  нелокальных уравнений. На-

пример, в работе [15] исследована разрешимость четырех краевых задач для одного нелокального 

бигармонического уравнения с инволюцией. 

Известно [16], что для задачи Дирихле для уравнения Пуассона в шаре { :| | 1}nS x x    

при 2n   функция Грина имеет вид 

2( , ) ( , ) ( | |,| | )G x E x E x x x    , 

где ( , )E x   – элементарное решение уравнения Лапласа. Элементарные решения бигармониче-

ского и 3-гармонического уравнений – функции 4 ( , )E x   и 6 ( , )E x   – были введены в работах [9, 

17, 18]. Кроме того, в этих работах были найдены функции Грина соответствующих задач Ди-
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рихле в S . В дальнейшем изложении нам понадобится функция Грина задачи Неймана для урав-

нения Пуассона в S . Она была построена в работе [19] 

2 2 0( , ) ( , ) ( , )x E x E x    ,      (1) 

где гармоническая по ,x S   функция 0 ( , )E x   имеет вид  

1

0 2
0

ˆ( , ) | |, | | 1( ( ) ) dt
E x E x x t x

t
   , 

причем 2 2
ˆ ( , ) ( , )xE x E x   . Здесь обозначено 

1
i

n

i x

i

u x u


  . Индекс x  указывает, что оператор 

  применяется по переменным x . Нетрудно заметить, что 
u

u



 


 на S . Поскольку  

2

2

| | · )ˆ ( , )
| |n
x x

E x
x







 


, 

то функция 

2 2 2 2 /2

1 ( · )ˆ , | |
| | (1 2 ( · ) | | | | )

( )
n

x x t
E t x

x t x x t




 


 

 
 

симметрична и, значит, функция 0 ( , )E x  , а следовательно, и функция 2 ( , )x   тоже симмет-

ричны. Функция 2 ( , )x   обладает свойствами [8, теорема 3.1] и [13, теорема 3] 

2 2 2( , ) ( , ) ( ) | |,| | 1, , ,( )x x xx E x E x x x x S x            

2
2

( , )
( , ) 1,|x S

G x
x x S










    


, 

а поэтому верны равенства 

2

2

( , )
( ) ( ) ,

( , )1 1
( ) ( ) ( ) .

|

| |

x S
S S

x

x S S
S S

n x n

x
f d f d

x
ds x ds 


   




    

  



 
 


 




 



 

 
 

В [13, теорема 3] показано, что для следующей задачи Неймана  

( )
( ) ( ), ; ( ),| S

u x
u x f x x S x x S





    


 

при выполненном условии 

( ) ( )
S S

ds f d   


   

решение записывается в виде  

2 2

1 1
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .

S S
n n

u x x ds x f d C     
 

     

Для полигармонического уравнения задача Неймана исследована в работах [20, 21], а в [22] 

приведено решение этой задачи. 

Элементарное решение. Пусть m . Тогда множество {1} можно разбить на два не-

пересекающихся подмножества { : 2 1} (2 1)m n n m       и дополнение к нему 

{2,4, ,2 }c
m m . Поскольку множество c

m  – конечное, то m  – бесконечное. Ясно, что 

1
c c
m m  , а поэтому 1m m . Определим элементарное решение m -гармонического уравне-

ния 0mu   в виде  
2

1

2 /2 12

*
1 /21

( 1) | |
, ,

(2 ,2) (2,2)
( , ) ,

( 1) | | 1 1
ln | | , .

2 2(2 ,2) (2,2)
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c
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x
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n
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x n

k kn
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

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

 

 

  



 

     
 

 
       (2) 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2023, vol. 15, no. 1, pp. 26–33 

28 

где ( , ) ( ) ( )ka b a a b a kb b     – обобщенный символ Похгаммера с соглашением 0( , ) 1a b  , а 

символ *( , )ka b  означает, что если среди сомножителей ,( ), ,( )a a b a kb b   , входящих в 

( , )ka b , есть 0, то его следует заменить на 1, например, *
3( 2,2) ( 2)·1·2 4     . Кроме того, если в 

суммах, входящих в (2), верхний индекс становится меньше нижнего, то сумма считается равной 

нулю. Заметим, что (2 ,2) (2 )(4 ) (2 ) 0mn n n m n       при mn  и, значит, первая часть 

формулы (2) определена корректно. 

Справедливы следующие простые утверждения. 

Лемма 1. Функция 2 ( , )mE x   совпадает с элементарными функциями ( , )E x  , 4 ( , )E x   и 

6 ( , )E x   при 1m  , 2m   и 3m   соответственно. 

Лемма 2. Симметричная функция 2 ( , )mE x  , определенная при x  , удовлетворяет равен-

ствам 

2 2( 1) 2( , ) ( , ), ( , ) 0m mE x E x E x        . 

Найдем интегральное представление функций 2 2 1( ) ( )m mu C D C D  , где nD  – ограни-

ченная область с гладкой границей D  с помощью 2 ( , )mE x  . 

Теорема 1. Для любой функции 2 2 1( ) ( )m mu C D C D   справедливо следующее представле-

ние: 
1

2 2
2 2 2

0

( , )1 ( 1)
( ) ( 1) ( , ) ( , ) ( ) ,( )

k mm
k k mk

k m
D D

kn n

E xu
u x E x u ds E x u d


   

   









 
     

 
   

где | |n S    – площадь единичной сферы в 
n

,   – внешняя единичная нормаль к D . 

Доказательства этих утверждений опустим.  

Пусть 3n  . В рассуждениях, приводимых ниже, необходима также следующая функция, 

задаваемая рекуррентно: 

2 2 2 2

1
( , ) ( , ) ( , ) , 2,r r

k k
S

n

E x E x y E y dy k 


   

где 2 2( , ) ( , )rE x E x  . Например, 

4 2 2 6 2 2 22

1 1
( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .r r

S S S
n n

E x E x y E y dy E x E x E y E y dyd      
 

     

Лемма 3. Функция 2 ( , )r
mE x   (m > 1) определена при , x S  , x   и имеет, быть может, 

особенность при x   такую, что 3
2 ( , ) | |r n
mE x C x    , где C  – некоторая положительная 

константа. При x   справедливо равенство 2 2 2( , ) ( , )r r
m mE x E x    . 

По теореме о стирании особенностей [23] функция 2 2 2( , ) ( , ) ( , )r
k k kh x E x E x     является 

k -гармонической в S  по  . 

Функция Грина задачи Рикье–Неймана. Задача Рикье–Неймана, сформулированная в [24], 

состоит в нахождении функции 2 2 1( ) ( )m mu C S C S  , которая является решением следующей 

граничной задачи для неоднородного полигармонического уравнения 
1

0 1 1( ) ( ), , ( ), ( ), , ( ), .| | |
m

m
S S S m

u u u
u x f x x S S      

  



   

  
      

  
        (3) 

Определение. Функцию вида 

2 2 2( , ) ( , ) ( , ), 1,n
m m mx E x g x m      

где 2 ( , )n
mg x   – m -гармоническая функция по переменным ,x S   такая, что 

2 1
2 22

( , ) ( , )( , )
0, ( 1)| | |

m m
m m mm

S S S

x xx  

  

  

 

  

 

  

 
    

  
, 

где x S  назовем функцией Грина задачи Рикье–Неймана (3). 
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Теорема 2. Функция 2 ( , )m x   при , x S   и 1m  , определяемая рекуррентно равенством 

2 2 2 2 2 2 2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) · ( , ) ,( )m m m

S S S
n n

x x y y dy x y dy y dy  
 

      

где | |n S  , а 2 ( , )x y  – функция Грина задачи Неймана из (1), является функцией Грина задачи 

Рикье–Неймана (3). Функция 2 ( , )m x   обладает свойством  

2 2( , ) 0, 1, ( , ) 1, .| |x k x S x x Sx k x S           

Пример 1. Для нахождения решения задачи Рикье–Неймана с многочленами в граничных 

условиях или в правой части уравнения необходима следующая формула: 
2 2

2
2

1 | | 1
( , ) | | ,

(2 2)(2 ) (2 2)( 2)

l
l

S
n

x
x d

l l n l n
  





  
     

где 0l . Докажем ее. В работе [19, замечание 2] была получена аналогичная формула 

2 2
2

2

1 | | (2 2 ) /
( , ) | | ( ) ( ),

(2 2)(2 2 )

l
l

k k
S

n

x l k k
x H d H x

l l k n
   



   
 

      (4) 

где ( )kH x  – однородный гармонический полином степени k , которая не работает в рассматри-

ваемом случае, так как правая часть в ней не определена при 0k  . 

Рассмотрим полную систему однородных степени 0k  ортогональных на S  гармониче-

ских полиномов ( )
0{ ( ) : 1, , , }i

k kH x i h k   [25] такую, что ( ) 2( ( ))i
k n

S
H ds 


 , где kh  – раз-

мерность базиса. В [8, теорема 1] установлено, что имеет место равенство 
2 2

2
2

| | ( ) ( )1
( , ) | | ( ) ,

(2 2)(2 2 ) (2 2)(2 2)

l
l k k

k
S

n

x H x H x
E x H d

l l k n l k n
   





  
       

где 0k  и 0l . Отсюда получаем 

2 2
2

2

1 | | 1
( , ) | | .

(2 2)(2 ) (2 2)( 2)

l
l

S
n

x
E x d

l l n l n
  





  
     

В [19, теорема 1] доказано, что при x S  и S   

( ) ( )
0

1 1

2
( , ) ( ) ( ),

(2 2)

kh
i i

k k

k i

k n
E x H x H

k k n
 



 

 
 

 
   

причем приведенный ряд сходится равномерно по  . Поэтому имеем 

2 ( ) ( ) 2
0

1 1

2
( , ) | | ( ) ( ) | | 0

(2 2)

kh
l i i l

k k
S S

k i

k n
E x d H x H d

k k n
     



 

 
  

 
   , 

и значит, учитывая (1), получаем доказываемую формулу.  

Интегральное представление решения. Верно следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть граничные функции задачи обладают гладкостью 0 ( )C S   , 

1 ( )k C S    и ( ) 0k
S

ds 


  при 1, , 1k m  , а 0f  . Тогда решение задачи Рикье–

Неймана (3) существует и его можно записать в виде 
1

0

( ) [ ]( ) ,
m

k k

k

u x u x C




       (5) 

где обозначено 

0
2 2

0 0 0
2 2 2 2 2 2

( 1)
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1
( , ) ( , ) ( , ) , 0; ( , ) ( , ).

k
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S

n

u x x ds

x x y y dy k x x
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

   










  





 

Для ( 1)k  -гармонической функции [ ]( )k ku x  выполнены условия 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2023, vol. 15, no. 1, pp. 26–33 

30 

0
1 0

[ ] [ ]
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u x u x k u x x

 
   

 
  

 
      

 
 

Пример 2. Вычислим функции [ ]( )p ku H x  из формулы (5) при 0p , где ( )kH x  – однород-

ный гармонический полином степени k . В этом случае условия теоремы 3 выполнены, по-

скольку справедливо равенство ( ) 0k
S
H ds


 . В работе [19] было установлено, что при x S  

и S   верны равенства 
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
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    
   

 

где система гармонических полиномов  ( ) ( )i
kH x , определенная в примере 1, ортогональна на 

S . Поэтому в силу равномерной сходимости ряда по S   имеем 

0 2

( ) ( )

1 1

1 1
[ ]( ) ( , ) ( ) ( )
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1 1 1
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
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
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


 

  
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Вычислим 1[ ]( )ku H x . С помощью (4) при 0l   и предыдущих вычислений найдем  

0
1 4 2 2

2

2 0 2

1 1 1
[ ]( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

1 1 1 1 | | 1 2 /
( , ) [ ]( ) ( , ) ( ) ( ).
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n n n
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 
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Аналогично в общем случае для [ ]( )p ku H x  при p  имеем 

0
2 2 2 1

1 1
[ ]( ) ( , ) ( ) ( , ) [ ]( ) .p k p k p k

S S
n n

u H x x H ds x y u H y dy 
 

 


             (6) 

Отсюда, используя найденную выше функцию 1[ ]( )ku H x  и формулу (4), получим  

4 2

2 2 2

| | 1 4 / | | 1 2 /
[ ]( ) ( 2) ( ).

8 (2 )(2 2 ) 4 (2 )
( )k k

x k x k
u H x k H x

k k n k n k k n

   
  

   
 

Нетрудно убедиться, что 3-гармоническая функция 2[ ]( )ku H x  удовлетворяет условию 

4 2
2

2 2

[ ] ( 4) | | 4 ( 2) | | 2
( 2) ( ) 0,

8 (2 )(2 2 ) 4 (2 )
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и поэтому 
2
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Кроме того, верны равенства 
2

2 2
2 0

[ ]1
[ ] ( ) [ ], ( ).|k

k k k S k

u H
u H H x u H H x

k 

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Используя (6) и (4), можно последовательно найти любую функцию [ ]( )p ku H x .  
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A SOLUTION TO THE RIQUIER–NEYMANN PROBLEM  
FOR POLYHARMONIC EQUATIONS IN A BALL 
 

V.V. Karachik 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: karachik@susu.ru 
 

Abstract. In this paper, an elementary solution for polyharmonic equations is determined and its 

properties are given. This elementary solution coincides with previously known elementary solutions of 

biharmonic and triharmonic equations. Using the elementary solution, an integral representation of the 

solutions of a non-homogeneous polyharmonic equation in a bounded domain with a smooth boundary 

is found. Based on the integral representation, the solvability of the Riquier–Neumann problem is inves-

tigated. First, the concept of the Green's function of the Riquier–Neumann problem is defined, and then 

the Green's function is proved. Using the integral representation of the solutions of the polyharmonic 

equation and the Green's function of the Riquier–Neumann problem, the integral representation of the 

solution of the Riquier–Neumann problem in a unit ball is found. An example of the solution of the 

Neumann problem for the Poisson equation with the simplest right-hand side is given, which is neces-

sary in what follows.  

On the basis of the Green's function of the Riquier–Neumann problem, a theorem on the integral 

representation of the solution of the Riquier–Neumann boundary value problem with boundary data, the 

integral of which over the unit sphere vanishes, is proved. In conclusion, on the basis of the theorem, an 

example of calculating the solution of the Riquier–Neumann problem with boundary functions coincid-

ing with the traces of homogeneous harmonic polynomials on a unit sphere is given. 

Keywords: polyharmonic equation; the Riquier–Neumann problem; Green's function. 
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