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Аннотация. Исследована однородная по теплофизическим характери-

стикам деформируемая с сохранением подобия 2D-область в виде квадрата. 

В начальный момент времени две смежные стороны начинают двигаться 

соответственно в направлении осей абсцисс и ординат с постоянной скоро-

стью, оставаясь эквидистантными двум другим смежным сторонам (непод-

вижные и движущиеся стороны поддерживаются при различных постоян-

ных температурах). Нелинейная начально-краевая задача с граничными 

условиями первого рода путем применения специальных координат иммо-

билизирует движущуюся границу области в неподвижную с соответствую-

щей трансформацией исходной начально-краевой задачи для неподвижных 

границ относительно мультипликативной переменной двух неизвестных 

функций, которые определены с помощью формулировки дополнительных 

начально-краевых задач. Решения сформулированных дополнительных за-

дач получены с помощью последовательного применения интегральных 

синус-преобразований по псевдопространственным переменным. Это по-

зволило записать решение исходной задачи в аналитическом виде с помо-

щью специально сконструированных квадратур. Вычислительный экспе-

римент показал корректность полученного решения и безусловное выпол-

нение начального условия. Полученные результаты также иллюстрируют 

качественную адекватность расчётов процессу прогрева квадратной облас-

ти с движущимися сопряженными границами.  

Ключевые слова: теплопроводность; движущаяся граница; квадратная об-

ласть; аналитическое решение; граничные условия 1-го рода. 

 

Введение. Интерес к задачам с движущимися границами не ослабевает в связи с многопред-

метными приложениями: идентификация движущейся границы для обратной задачи теплопро-

водности [1]; прогнозирование переходной свободной конвекции и тепловой стратификации в 

резервуарах хранения сжиженных газов в присутствии микропримесей [2, 3]; оценка термическо-

го воздействия на защитные ограждения [4]; изменение объема при тепловой обработке в пище-

вой технологии [5, 6]; повышение эффективности абляционной защиты гиперзвуковых обтекате-

лей летательных аппаратов [7] и т. д. Если ограничиваться переносными характеристиками в 

практических применениях, то их математические модели формализуются на основе фундамен-

тальных законов Фурье и Фика в виде уравнений в частных производных параболического типа 

либо их систем с соответствующим набором краевых условий, в том числе и на части или на всей 

границе, движущейся по произвольному закону с сохранением ее гладкости [8]. В частности, при 

описании задач с фазовыми переходами на движущейся границе (плав-

ление или кристаллизация) [9] добавляется условие Стефана [10] и фор-

мулировка такой задачи переходит в классическую формулировку Сте-

фана. 

Только ограниченное число задач с движущимися границами допус-

кает аналитическое решение, к которым относятся в основном классиче-

ские одномерные задачи Стефана и Неймана [11], а также найденные в 

последнее время новые решения [12–15], но тоже в одномерной поста-

новке.  

В связи с этим актуален поиск новых решений задач для 2D-

областей, в которых части границы движутся в разных направлениях. 

 

Рис. 1. Расчетная схема 
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Постановка задачи. Рассматривается однородная по теплофизическим характеристикам 

(коэффициент температуропроводности consta  ) деформируемая с сохранением подобия об-

ласть ABCO в декартовой системе координат (xOy), для которой 0AB BC CO OA h     (рис. 1). 

В начальный момент времени 0   стороны AB и BC начинают двигаться соответственно в на-

правлении осей абсцисс и ординат с постоянной скоростью u, оставаясь им параллельными, при-

чем локальная температура в каждой точке области одинакова и равна 0 constt  , при 0   сто-

рона AO и OC также поддерживается при температуре 0t , а стороны AB и BC при 1 constt  . 

Изменение локальной температуры  , ,t x y   во внутренних точках рассматриваемой области 

должно быть определено из следующей начально-краевой задачи: 

   
     2 2

2 2

, , , , , ,t x y t x y t x y
a

x y

  



   
  

   
;            (1) 

               0, ,0 0, , ,0,t x y t y t x t    ;           (2) 

         1, , , ,t h y t x h t   ;             (3) 

             
0h h u   .             (4) 

С помощью относительных переменных 
2
0a h  ; 0X x h ; 0Y y h ;      0 1 0, , , ,T X Y t x y t t t      ; 0A uh a ;   1H A    

система (1)–(4) записана в безразмерном виде: 

 
     2 2

2 2

, , , , , ,T X Y T X Y T X Y

X Y

  



  
 

  
;           (5) 

          , ,0 0, , ,0, 0T X Y T Y T X    ;            (6) 

              , , , , 1T H Y T X H     ;           (7) 

     1H A   .             (8) 

Применение координат  , ,    [16]: 

 1X A   ;  1Y A   ;    

иммобилизирует движущиеся стороны области и трансформирует систему (5)–(8) 

     , , , , , ,

1

A

A

        

   

   
    

    
 

 

   2 2

2 2 2

, , , ,

1

A

A

     

 

    
  

   
,           (9) 

         , ,0 0, , ,0, 0         ,          (10) 

     1, , ,1, 1      ,          (11) 

где  

       , , , , , , , , , ,T X Y                 . 

Решение. Пусть 

     , , , , , ,q W          ,                (12) 

где  , ,q q    ,  , ,W W     – функции, которые будут определены ниже. С помощью (12) 

уравнение (9) запишется в виде 

     

2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 2

11 1 1

W W W A q W

A qA A A



      

     
             

 

   

2

2 2 2

1 2 1 1

1 11 1

A q W A q q
W

A q q AA A

 

      

     
                  
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 

2

2 2

1 1

1 1

A q q
W

q A A



  

  
   

    

.          (13) 

Подстановка  , ,q     как координатный мультипликатор  

     1 2, , , ,q q q       , 

где  1 ,q   ,  2 ,q    идентифицируются соответственно из условий 

 
1

2
1

1 2
0

1 1

A q

A qA



 


  

 
, 

 
2

2
2

1 2
0

1 1

A q

A qA



 


  

 
, 

откуда 

     2
1 1

1
, exp 1

4
q C A A    

 
   

,      2
2 2

1
, exp 1

4
q C A A    

 
   

, 

где константы интегрирования  1C   и  2C   определяются из выполнения тождеств 

 

2
1 1

2 2

1
0

1 1

A q q

A A



  

 
  

  
, 

 

2
2 2

2 2

1
0

1 1

A q q

A A



  

 
  

  
, 

что обеспечивается, когда      
1
2

1 2 1C C A  


   . 

Таким образом соотношение (12) принимает структурированный вид 

   
 

  2 2, , 1
, , exp 1

1 4

W
A A

A

  
     



 
     

.         (14) 

С помощью (14) из системы (9)–(11) следует начально-краевая задача для  , ,W    :  

      
 

2 2

2 2 2

1

1

W W W

A  

  
  

    
;          (15) 

               , ,0 ,0, 0, , 0W W W        ;           (16) 

     11, , ,W F    ,       2,1, ,W F    ,                        (17) 

где 

      2
1

1
, 1 exp 1 1

4
F A A A    

 
      

, 

      2
2

1
, 1 exp 1 1

4
F A A A    

 
      

. 

Исходная функция  , ,W     представлена как суперпозиция функций  1 , ,W     и 

 2 , ,W    , т. е. 

         1 2, , , , , ,W W W          ,          (18) 

где  1 , ,W     и  2 , ,W     являются решениями следующих начально-краевых задач: 

 
 

 

   2 2
1 1 1

2 2 2

, , , , , ,1

1

W W W

A

        

  

   
  

    
,        (19) 

       1 1 1, ,0 ,0, 0, , 0W W W        ;          (20) 

     1 11, , ,W F    ,    1 ,1, 0W    ,           (21) 

 
 

 

   2 2
2 2 2

2 2 2

, , , , , ,1

1

W W W

A

        

  

   
  

    
,        (22) 

       2 2 2, ,0 ,0, 0, , 0W W W        ;          (23) 

     2 1, , 0W    ,      1 2,1, ,W F    .          (24) 
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Для нахождения  1 , ,W     вновь воспользуемся суперпозицией неизвестных функций 

         1 1 1, , , , , ,W V U          ,          (25) 

где  1 , ,U     представим как 

         *
1 1 1, , , , 1, ,U U W        ,           (26) 

причем    * *
1 1, , lim , ,U U


    


  , а  *

1 , ,U     есть решение вспомогательной задачи 

          
     * 2 * 2 *

1 1 1

2 2

, , , , , ,U U U        

  

  
 

  
,         (27) 

          * * * *
1 1 1 1, ,0 ,0, 0, , ,1, 0U U U U           ;         (28) 

              *
1 1, , 1U    .           (29) 

Поскольку решение (27)–(29) 

   
   

 
   * 2

1 2 2
1 1

sin1 cos
, , 2 2 exp sin

cos

k i ik
i k

k kk i i k i

sh qq
U q

q shq q

   
     

 

 

 

 
   

  
  ,        (30) 

где kq k , i i  , , 1,k i   , то при    из (30) следует 

        
 

 *
1

1

sh1 cos
, , 2 sin

sh

kk
k

k kk

qq
U q

q q


  





 
   

 
 .         (31) 

С помощью (25), (26) и (31) система (22)–(24) может быть представлена относительно 

 1 1 , ,V V     в виде: 

    
2 2 2 2

2 21 1 1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
V V V U U U

A A 
    

     
      

    
;        (32) 

           *
1 1 1, ,0 , , ,V U F        ;           (33) 

           1 1 1 1,0, 0, , ,1, 1, , 0V V V V           .         (34) 

Применение конечного интегрального синус-преобразования Фурье по переменной   к сис-

теме (32)–(34) 

     
1

1 1 1

0

, , , , sinn nV d            , 

     
1

1 1 1

0

, , , , sinn nP P U d           , 

где n n  , 1,n   , переводит ее в систему  

    
2 2

2 22 21 1 1 1
12 2

1 1n n

P P
A A P   

  

    
       

  
;         (35) 

            
1

*
1 1 1

0

, ,0 , , ,0 sinn nU F d           ;          (36) 

          1 1 1 1,0, 0, , ,1, 1, , 0            .         (37) 

Применение конечного интегрального синус-преобразования Фурье по переменной   

     
1

1 1 1

0

, , , , sinm n n m d             , 

     
1

1 1 1

0

, , , , sinm n n mQ Q P d            

к (35)–(37) генерирует задачу Коши относительно 1  
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   
 

2 2 2 2
1 1

1 1 12 2

+ +

1 1

m n m nd dQ
Q L

d dA A

   


  

 
      
   

, 

         
1 1

0 *
1 1 1

0 0

, ,0 , , ,0 sin sinm n n mU F d d               , 

 
 

   
1 1 2 2

1
1 12

0 0

+
sin sin

1

m n
n m

U
L U d d

A

 
      

 

 
   
  

  , 

решение которой 

             
 

   
 2 2 2 21

0
1 1 1

0

+ +
, , exp , ,0 exp

1 1

m n m n

m n m n L d
A A

     
      

 

    
         

         

 .    (38) 

Оригинал (38) 

    1 1

1 1

, , 4 , , sin sin
1 1

m n
m n

т т

X Y
V X Y

A A

 
   

 

 

 

  
     

   
         (39) 

и в итоге 

              *
1 1 1 1, , , , , , ,

1 θ 1 1

X Y Y
W X Y U F V X Y

A A A
  

 

  
     

    
.        (40) 

Решая систему (22)–(24) аналогичным образом, получим 

              *
2 2 2 2, , , , , , ,

1 1 1

X Y X
W X Y U F V X Y

A A A
  

  

  
     

    
,         (41) 

где 

 
 

 *
2

1

sh1 cos
, , 2 sin

sh

ll
k

l ll

pp
U q

p p


  





 
  

 
 , lp l ; 

   2 2

1 1

, , 4 , , sin sin
1 1

m n
m n

т т

X Y
V X Y

A A

 
   

 

 

 

  
     

   
 ; 

 
 

   
 2 2 2 21

0
2 2 2

0

+ +
, , exp , ,0 exp

1 1

m n m n

m n m n L d
A A

     
      

 

    
         

         

 ; 

        
1 1

0 *
2 2 2

0 0

, ,0 , , ,0 sin sinm n m nU F d d               ; 

 
 

   
1 1 2 2

2
2 22

0 0

+
sin sin

1

m n
n m

U
L U d d

A

 
      

 

 
   
  

  ; 

        * 2 2 22
2

1 1
, , 1 1 exp 1 1

4 4

U
U A A A A A A A      



                      
. 

Таким образом, окончательное решение с учетом (14), (40), (41) таково: 

  
    2 2

1 2, , , ,
, , exp

1 4 1

W X Y W X Y A X Y
T X Y

A A

 


 

 
  

  
.         (42) 

Результаты расчетов по (42) показаны на рис. 2, которые при безусловном выполнении на-

чального условия иллюстрируют справедливость полученного аналитического решения в квадра-

турах. 

Заключение. Полученное решение может быть обобщено на случай 0A , а также на движе-

ние частей границы области в разных направлениях и с разными скоростями. Кроме того, нет ни-

каких ограничений к распространению изложенного подхода для равноускоренного или равно-

замедленного движения сторон, а также при наличии источника или стока теплоты. 
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THE TEMPERATURE PATTERN OF A HOMOGENEOUS SQUARE AREA  
WITH ADJACENT SIDES MOVING WITHOUT ACCELERATION  
UNDER BOUNDARY CONDITIONS OF THE FIRST KIND 
 

A.V. Ryazhskih, А.А. Khvostov, Е.А. Soboleva, V.I. Ryazhskih 
Voronezh State Technical University, Voronezh, Russian Federation 
E-mail: ryazhskihav@bk.ru 
 

Abstract. A square area with homogeneous thermal and physical characteristics, deformed preserv-

ing 2-D similarity, is investigated. At the initial moment of time, two adjacent sides start moving respec-

tively towards the abscissa and ordinate axes with constant speed while remaining equidistant to the oth-

er two adjacent sides (the fixed and moving sides are kept at different constant temperatures). A nonlin-

ear initial boundary value problem with boundary conditions of the first kind and special coordinates 

immobilizes the moving boundary of the area into a fixed one with the corresponding transformation of 

the initial boundary value problem for the fixed boundaries with respect to the multiplicative variable of 

two unknown functions, which are defined by additional initial boundary values. These were solved by 

the successive application of integral sine transformations on pseudo-space variables. 

This enables the solution of the original problem to be notated analytically using special 

quadratures. The computational experiment proved the correctness of the solution and the absolute ful-

fillment of the initial conditions. The results also illustrate the adequacy of the qualitative calculations 

for the heating process of a quadratic area with moving adjacent boundaries. This approach can be ap-

plied to the differently directed motion of adjacent boundaries, to uniformly retarded or uniformly accel-

erated motion. Considering that Fourier's and Fick's laws are mathematically similar, the solution and its 

generalization are of practical importance in describing mass transfer processes, such as crystallization 

or dissolution. 

Keywords: thermal conductivity; moving boundary; square area; analytical solution; boundary 

conditions of the first kind. 
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