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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ ТЕПЛОВОЙ ДИАГНОСТИКИ

В.П. Танана, Е.В. Худышкина

Предложен оптимальный по порядку алгоритм для решения обратной зада-

чи тепловой диагностики и получены точные оценки погрешности этого

алгоритма.

Введение

Необходимость постановки и решения обратных задач теплообмена возникает при оптими-

зации тепловых режимов технологических процессов, связанных с нагревом или охлаждением

материалов. Непосредственно измерить изменяющиеся во времени плотности тепловых потоков,
как правило, не представляется возможным. В то же время можно измерить температуру в от-

дельных точках внутри тела. Отметим, что большое число обратных задач теплообмена приведе-

ны в [1].

Постановка задачи

Рассмотрим дифференциальное уравнение

,
),(),(

2

2

y

syv

s

syv

∂

∂
=

∂

∂
(1)

где )](,0[ shy∈ , 0≥s . Функция ),0[)( 2 ∞∈Csh известна, причем 1)0( =h и для нее существует

2>S такое, что при Ss ≥ 0)( 1 >= ysh . На отрезке ],0[ S функция )(sh строго убывает. Кроме

того, заданы условия:

0)0,( =yv , ]1,0[∈y , (2)

0),0( =sv , 0≥s , (3)

)(),( 0 sfsyv = , 10 0 << y , (4)

а граничное значение

)()),(( svsshv y =′ (5)

подлежит определению.

Эта задача является некорректно поставленной (неустойчивой), но имеющей при естествен-

ных ограничениях на функцию )(sf  (см. [2]) не более одного решения. Предположим, что суще-

ствует SS >1 такое, что

1Ss ≥∀ 0)( =sv , 0)( ≡sv , (6)

0)0()0( =′= vv , (7)

),0[)( 1 ∞∈Csv . (8)

Будем считать, что искомая функция ysshvsv ])),(([)( 00 ′= в задаче (1)–(5) удовлетворяет услови-

ям (6)–(8), а соответствующее ей значение ),()( 000 syvsf = нам не известно. Вместо него задано

некоторое непрерывно - дифференцируемое приближение )(sfδ из пространства ),0[2 ∞L и уро-

вень погрешности δ такие, что

∫
∞

≤−
0

22
0 ))()(( δδ dssfsf . (9)

Требуется по паре ),( δδf определить приближённое решение )(svδ задачи (1)–(5) наиболее

близкое к )(0 sv на классе корректности rM , определяемом формулой
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и получить точную оценку погрешности этого решения на классе rM .

Сведение задачи с подвижной границей к задаче с постоянной границей

Обозначим )(0 sg функцию ),0( sv y
′ , определяемую формулой
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при )()( 0 sfsf = , а через )(sgδ при )()( sfsf δ= . Тогда из работы [3] и формулы (9) будет сле-

довать, что

δδ ≤− gg0 при ey /20 ≥ . (12)

Для исследования и решения задачи (1) – (5) сделаем в уравнении (1) замену переменной

)(/ shyx = и искомой функции ),)((),( sxshvsxw = . Тогда уравнение (1) примет вид
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, ]1,0[∈x , 0≥s , (13)

условия (2)–(5) перепишутся в виде:

0)0,( =xw , ]1,0[∈x , (14)

0),0( =sw , 0≥s , (15)

)()(),0( sgshswx =′ , (16)

а граничное условие (5) примет вид

)()(),0( svshswx =′ . (17)

Сделав ещё одну замену переменной в уравнении (13), полагая ∫ −==
s

dhsbt
0

2 )()( ττ ,

преобразуем функцию ),( sxw следующим образом:

),())(,(),( 1 txutbxwsxw == −
.

Тогда задача (13)–(17) примет вид
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, ]1,0[∈x , 0≥t , (18)

0)0,( =xu , ]1,0[∈x , (19)

0),0( =tu , 0≥t , (20)

)())(())((),0( 11 ttbgtbftu x ζ==′ −− . (21)

Искомая функция

)())(())((),1( 11 tztbvtbftu x ==′ −− . (22)

Обозначив через )(0 tζ функцию, соответствующую )(0 tg , а через )(tδζ функцию, соответст-

вующую )(tgδ и используя соотношение (12), получим что

δζζ δ 10 l≤− , (23)

а функция )(0 sz , определяемая формулой (22), будет удовлетворять условиям (6)–(8).

Решение задачи (18)–(22)

Таким образом, из [3] следует выполнение условий, позволяющих применять к решению задачи

(18)–(22) косинус и синус преобразования по t и для её решения использовать метод проекцион-

ной регуляризации, изложенный в [3].

В качестве рабочего пространства H возьмём ортогональную сумму пространств ),0[2 ∞L и

),0[2 ∞iL , где 1−=i . На пространстве H определим преобразование
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)()()( viFuFivuF sc +=+ , (24)

где Hivu ∈+ , а cF и sF – косинус и синус преобразования, определённые в [4]. Из аналога тео-

ремы Планшереля, сформулированного в [4], будет следовать изометричность преобразования

F , определённого формулой (24).

Рассмотрим уравнение
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и применим к уравнениям (18) и (25) косинус и синус преобразования соответственно. Затем,
сложив почленно результаты преобразований и пронормировав сумму, получим, что

∫ ∫
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Получаем уравнение

ɵ ɵ
2

2
( , ) ( , )

d
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λ λ λ= , (27)

где ɵ

0

1
( , ) ( , ) i tu x u x t e dtλλ

π

∞
−= ∫ .

При этом соответствующие условия (19) и (20) примут вид:

ɵ(0, ) 0u λ = , (28)

µ µ

0

1
(0, ) ( ) ( )i t

xu t e dt tλλ ζ ζ
π

∞
−′ = =∫ . (29)

Решая задачу (27)–(29), получаем:

µ µ(1, ) ch( ) ( )xu λ µ λ ζ λ′ = , (30)

где )1(
2

1
i+=µ .

Обозначим в формуле (30) функцию µ (1, )xu λ′ через ( )z λɵ и перепишем эту формулу в форме

операторного уравнения

( ) µ
1

( ) ch ( ) ( )Az zλ µ λ λ ζ λ
−

= =ɵ ɵ . (31)

Далее, не меняя обозначений, продолжим оператор A , определяемый формулой (31), на всё про-

странство H . Тогда это продолжение и его сопряжение будут инъективны.

Так как точное решение )(0 tv задачи (1)–(5) принадлежит множеству rM , определяемому

формулой (10), то соответствующее точное решение
0

( )z λɵ уравнения (31), отвечающее

µ µ
0( ) ( )ζ λ ζ λ= , удовлетворяет условию

0 rz CS∈ɵ , (32)

где { : , }rS v v H v r= ∈ ≤ɵ ɵ ɵ , а

1
( )

1
Cv v

i
λ

λ
=

+
ɵ ɵ . (33)

Из формулы (31) следует, что

ch 2 cos 2
( ) ( )

2 ch 2
Bz z

λ λ
λ λ

λ

+
=ɵ ɵ , (34)

где AAB ∗= , а из того, что
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и из формул (33)–(34) следует, что )(BGCC =∗ , где 
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Используя для решения уравнения (31) метод проекционной регуляризации, изложенный в [3],

сведём его к уравнению

µ
1 2

ch 2 cos 2
( ) ( ) ( )

2ch 2
A z z A δ

λ λ
λ λ ζ λ

λ

∗+
= =ɵ ɵ , (36)

где AAA ∗=1 , а

µ µ

ch cos sh sin
2 2 2 2
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A δ δ

λ λ λ λ

ζ λ ζ λ
λ
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Далее, регуляризуем исходные данные µ( ( ), )δζ λ δ задачи. Для этого определим функцию

µ ( , ( ))δζ λ α δ следующим образом: при условии µ 3 Aδζ δ>

µ
µ ( ) при ( ),

( , ( ))
0 при ( ),

δ
δ

ζ λ λ α δ
ζ λ α λ

λ α δ

 ≤= 
>

(38)

где )(δα определим формулой µ
2 2 2

( )

( ) 9d Aδ

α δ

ζ λ λ δ

∞

=∫ , а при условии, что µ 3 Aδζ δ≤ ,

µ ( , ( )) 0δζ λ α δ ≡ . Тогда приближённое решение ( )zδ λɵ уравнения (31) определим формулой

µ1
1( ) ( , ( ))z Aδ δλ ζ λ α δ−=ɵ (39)

и для него, следуя [3], справедлива оценка

2
0 2

1
lnz z lδ

δ

−  − ≤  
 

ɵ ɵ . (40)

Здесь 2l – некоторая константа, а 0zɵ – соответствующее точное решение уравнения (31). Заме-

тим, что оценка (40) является точной по порядку на классе rSC , а используемый для решения

уравнения (31) метод проекционной регуляризации оптимален по порядку на этом классе.

Применяя к ( )z tδ
ɵ преобразование

1−F , обратное к F , и выделяя действительную часть, по-

лучим приближённое решение )(szδ задачи (18)–(22): ɵ1
( ) 2 Re[ ( )]u s F uδ δ

−= . Ввиду изомет-

ричности оператора F , для )(szδ будет выполняться оценка (40).

Наконец, сделав соответствующие замены переменных в )(szδ , получим приближённое ре-

шение )(tuδ задачи (1)–(5), для которого оценка (40) также останется справедливой, но с некото-

рой другой константой 3l .
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