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Аннотация. Рассматривается задача Коши для параболической систе-

мы второго порядка, удовлетворяющей условию равномерной параболич-

ности в смысле И.Г. Петровского, с постоянными коэффициентами и нену-

левой правой частью. Начальное условие также может быть отличным от 

нуля. Шкала гладкости решений таких систем строится в анизотропных 

пространствах Зигмунда, которые являются аналогом параболических про-

странств Гёльдера в случае целого показателя гладкости. Исследование 

свойств объемного потенциала для параболической системы проведено с 

помощью его представления через потенциал Пуассона. Оценки оператора, 

задаваемого потенциалом Пуассона, позволили установить оценки для объ-

емного потенциала в параболических пространствах Зигмунда с весом. По-

лученные результаты используются для построения шкалы гладкости ог-

раниченного решения задачи Коши для параболической системы второго 

порядка в весовых анизотропных пространствах Зигмунда.  

Ключевые слова: параболическая система; задача Коши; потенциал Пуас-

сона; объемный потенциал; анизотропные пространства Зигмунда. 

 

Введение 

Основополагающие результаты в области исследования задачи Коши для уравнения тепло-

проводности получил А.Н. Тихонов. В работе [1] им были найдены условия, которые обеспечи-

вают единственность решения задачи Коши в бесконечной области в некоторых классах экспо-

ненциально растущих функций. Идеи этой работы А.Н. Тихонова получили развитие в трудах 

ряда математиков (О.А. Ладыженская [2], И.М. Гельфанд [3], Г.Н. Золотарёв [4] и другие). 

Е.А. Бадерко и С.И. Сахаров [5] установили существование классического решения задачи Коши 

для неоднородной параболической системы и ненулевого начального условия в полуограничен-

ной области на плоскости. С.Г. Пятков [6] доказал существование и единственность решений за-

дачи Коши для одномерного параболического уравнения в пространстве Соболева.  

И.Г. Петровским в фундаментальной работе [7] был определен широкий класс параболиче-

ских систем, которые являются обобщением уравнения теплопроводности. Им были установлены 

условия параболичности и получены точные оценки фундаментальных матриц решений таких 

систем. Для параболических систем произвольного порядка С.Д. Эйдельманом были установле-

ны оценки в нормах анизотропных пространств Гёльдера [8]. В работе [9] Е.А. Бадерко и 

С.И. Сахаровым были доказаны теоремы о единственности классического решения задачи Коши 

для параболической по И.Г. Петровскому системы второго порядка с коэффициентами, удовле-

творяющими условию Дини. 

Для параболического уравнения второго порядка в анизотропных пространствах Зигмунда, в 

том числе весовых, А.Н. Конёнковым в работах [10, 11] была построена шкала гладкости реше-

ния задачи Коши и установлено существование обобщенного решения. В настоящей работе для 

параболической системы второго порядка с постоянными коэффициентами получены оценки 

объемного потенциала в анизотропных пространствах Зигмунда с весом ( ) ( )l
mH D , которые ис-

пользуются для построения шкалы гладкости решений задачи Коши. Данная шкала гладкости 

решений задачи Коши аналогична шкале, полученной В.А. Солонниковым [12] для параболиче-

ских систем в анизотропных пространствах Гёльдера с нецелым показателем гладкости. В данной 

работе результаты В.А. Солонникова обобщаются для параболических пространств Зигмунда в 
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случае целого показателя гладкости. Кроме того, установлено, что, если 0l  , то в анизотропных 

пространствах Зигмунда ( )lH D  существует обобщенное решение задачи Коши для параболиче-

ской системы, если от правой части требуется только локальная ограниченность, и при 1l   су-

ществует классическое решение, если правая часть системы локально удовлетворяет условию 

Зигмунда.  

 

1. Необходимые обозначения 

Введем следующие обозначения: 

( ) ( ) ( ),xg x g x x g x     2 ( ) ( 2 ) 2 ( ) ( ).xg x g x x g x x g x        

Аналогично определяются первая и вторая разности по аргументу t. Определим для вектор-

функции  1 2, ,..., ng g g g  в пространстве Зигмунда 0( ) ( )H D L D  норму:
0,

sup
D D

g vrai g . 

Обозначим  
2

1, 1

2

( , ) ( , )
sup sup

x t

D
D D

g x t g x t
g

x
t

 
 




, и пусть для 1,2   
,

2

( , )
sup

t

D
D

g x t
g

t



 






. 

В данном случае и далее точная верхняя грань берется по разностям, в которых все точки при-

надлежат D .  

Для целых 2a   положим 

 
, 1,

| | 2 1

( , ) ,k s
x ta D D

k s a

g g x t
  

    
, 2,

| | 2 2

( , )k s
x ta D D

k s a

g g x t
  

   . 

В случае, когда a  – натуральное, 

 
, ,,

| | 2 1

sup ( , ) .k s
x ta D a Da D

Dk s a

g g x t g g
  

      

Пространства Зигмунда функций g , которые определены в слое D  и имеют в ней все произ-

водные k s
x t g  , причем | | 2k s a  , с конечной величиной 

,a D
g  обозначим ( )aH D , а в локаль-

ном случае – ( )aH D .  

Определим в слое D  пространства Зигмунда с весом ( ) ( )b
aH D . Введем следующие обозначе-

ния: 
max( ,0)

( ) 2
0,

sup .

b
b

D
D

g vrai t g  

Для натуральных a  и целых b a   положим 

 
2

2 2
, 1

( , ) ( , )| | 2 1 | | 2 1
20

( , ) ( , )
sup sup ,

k s k sa b a b
x x t t x tb

a D
x t D x t Dk s a k s a

t T t

g x t g x t
g t t

x
t

 

      
  

     
 




   

1
( ) 2
1, 1

( , )
20

( , )
sup ,

b
b t

D
x t D

t T t

g x t
g t

t




  






 

2

( ) 2
,

( , )| | 2 2

0
2

( , )
sup ,

k sa b
t x tb

a D
x t Dk s a

T t
t

g x t
g t

t



  


 

  



  при 2a  , 

 
( 2 ) ( )( ) ( )

, ,,0,
| | 2 1

k s b bb bk s
x ta D a Da DD

k s a

g g g g
 

  

     , при 0b  , 

 
( 2 ) ( )( ) ( )

, , ,,0,
| | 2 1

k s b bb bk s
x ta D b D a Da DD

b k s a

g g g g g
 


    

      , при 0b  . 
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Пространства функций g , определенных в слое D  и имеющих в ней все производные 

k s
x t g  , где | | 2k s a  , для которых величина 

( )

,

b

a D
g


 конечна, обозначим ( ) ( )b

aH D  в случае це-

лых 0,a b a   . Нижний индекс a  в этом обозначении указывает локальную гладкость, а вели-

чина ( )b  – гладкость в шкале Зигмунда в замыкании слоя D . 

 

2. Оценки объемного потенциала 

Для параболической системы второго порядка с постоянными коэффициентами в слое 

(0, ),nD R T  0 ,T   рассмотрим задачу Коши: 

2

1 , 1

m n
j i

ijkr i
k rj k r

u u
a f

x x t 

 
 

  
  ,

0i it
u 


 , 1, .i m                 (1) 

В слое D  система (1) удовлетворяет условиям равномерной параболичности в смысле 

И.Г. Петровского. 

Пусть ( , )Z x t  – фундаментальная матрица решений системы (1) [13, гл. 1]. Элементы матри-

цы ( , )Z x t  определены и непрерывны в слое D  и бесконечно дифференцируемы при 0t   и их 

производные по x  и t  удовлетворяют условию Гёльдера. 

Для плотности 0( , ) ( )nx t H R   рассмотрим потенциал Пуассона вида 

( , ) ( , ) ( ) .
nR

П x t Z x y t y dy       (2) 

Потенциал Пуассона (2) обладает следующим свойством: отображение :П П   является 

ограниченным оператором из пространства ( )n
lH R  в ( )l

mH D , где m  и l  – целые неотрицатель-

ные числа и m l  [14].  

Для функции (1)
0 ( )f H D  рассмотрим объемный потенциал  

( ) ( ; ) ( , )

D

Vf M Z x y t f y dyd     , ( , )x t D . 

Введем следующие обозначения:   ( , , ) ( , ) ,u x t П f x t     . Тогда объемный потенциал 

примет вид 

0

( , ) ( , , )

t

Vf x t u x t d   . Это позволяет применить установленные ранее свойства по-

тенциала Пуассона [14] для исследования объемного потенциала. 

Теорема 1. Пусть ,m l N  и 2m  , l m . Тогда отображение :V f Vf  является ограни-

ченным оператором из пространства (2 )
2 ( )
l

mH D

  в ( ) ( )l

mH D . 

Доказательство. Пусть 2m  . Тогда 1l   или 2l   и функция ( , ) ( )f L R    для почти 

всех  0,T   и справедлива оценка  
2

2
0,

, n

l

R
f C 



   [10]. Используя оценки из теоремы 1 

[10] в случае 1k  , получим 

 
2

2 22

0 0

( , ) ( , , )

l klt t k
k k
x xVf x t u x t d C t d Ct    




       .   (3) 

Для упрощения записи оценок норма f  входит в константу C . Далее для случая 2m   до-

кажем оценки 
2

2 2( , ) ,

l

k
x x Vf x t C x t



      1,k      (4) 

1 2

2 2( , ) ,

l

k
t x Vf x t C t t



      1,k      (5) 
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2

2 2( , ) .

l

t Vf x t C t t



              (6) 

Установим оценку (4). Если 
2

2

t
x  , то, используя (3), получим неравенство (4). При 

2

2

t
x    

2

2

2 2 2
1 2

0

( , ) ( , , ) ( , , ) .

t x t
k k k

x x x x x x

t x

Vf x t u x t d u x t d I I   

 

 

            

Для оценки обоих слагаемых воспользуемся оценками потенциала Пуассона с плотностью f  

из соответствующего пространства Зигмунда [14]. 

Положим 
x

x






, тогда получим оценку интеграла 1I  

2 2
1 1

22 2
1

0 0 0 0

( , , ) ( , , )

t x t x

k k
x x xI u x t d x u x x x t d d d       

   

                

   

2
2 2 22 3 3

2 2 2 22 2

0

2

.

t
t xl l l

t

C x t d t d C x t     

   
 

 
 

       
 
  

   

Оценим интеграл 2I : 

2 2 2

1 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2
2 ( , , ) ( ) ( ) .

l l lt t t
k

x x

t x t x t x

I u x t d C t d Ct t d C x t      

  
 

     

            

Оценка (4) доказана. 

Установим оценку (5). Пусть 0t  . При 
2

t
t   неравенство (5) вытекает из (3). Если 

2

t
t  , то 

1 2

0 0

( , ) ( , , ) ( , , ) .

t t t t
k k k

t x t x x

t

Vf x t u x t d d u x t t d K K     
 

               

Установим оценки для обоих получившихся интегралов: 

 
23

221

0 0 0 0

( , , )

lt t t t
k

t xK u x t d d C t d       

 


            

 

2

2

3
2 22 13

2
2 222

0 0

2

.
2

l
t

l lt t

t

t
C d t t d d C t t     

  


 
  

       
  
  

    

 
2 211

2 2222 ( , , ) .

l lt t t t
k
x

t t

K u x t t d C t t d C t t    

  


            

Неравенство (5) доказано. 

Для доказательства оценки (6) рассмотрим следующие случаи. При 
2

t
t   неравенство (6) 

следует из (2): 
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2

2 2 2 2

0

( , ) ( , , ) .

l lt
k

t t xVf x t u x t d Ct C t t 



        

Если 
2

t
t  , то 

2
2 2 2 2

0 0

2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

t

t t

t t t t

t

Vf x t u x t d u x t d u x t d     

 
 

        
 
  

    

2

1 2 3 4( , 2 , ) 2 ( , , ) .

t t t t

t t

u x t t d u x t t d J J J J   
  

            

Для оценки первого и второго интегралов воспользуемся следующим фактом: функция 

( ) ln , (0, )p x x x x    не удовлетворяет условию Липшица, но удовлетворяет условию Зигмун-

да и для 0h   справедливо неравенство [11] 

2 1 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) 2 ln 2

h h h h

h p x x d d d d h                  , 

тогда 

2 2
2 2

1

0 0 0 0

( , , ) ( , , )

t t

t t

t tJ u x t d u x t d d d       
 

           

 
2 2 222 2

22 2 2 2

0 0 0 0 0 0

.
2

t t
l l lt t t t

t
C t d d d C t d d d C t t          

     
  

        
 

     

2 2
2

0 0

2 2

( , , ) ( , , )

t t t t

t t

t t

J u x t d u x t d d d       
 

         

 

   
2 2 1

2 12 2

0 0 0 0

2

2

l lt t t t t

t

t
С t d d d Ct d d d             

     
 

  
           

   
    

 
2 2

12 2

0 0

l lt t

Ct d d C t t   

  


    
. 

Слагаемые 3J  и 4J  имеют следующие оценки: 

2 22

2 2
3 ,

l lt t

t

J C d C t t 

  

    

2 2

2 2
4 .

l lt t

t

J C d C t t 

 

    

Для 2m   теорема доказана. 

Пусть 3m  . Заметим, что при 1k l   справедливо неравенство 

( , ) ( , )k k
x xVf x t V f x t C    

 
, то достаточно доказать утверждение теоремы для 1l  , то есть 

для (1)
2( )mf H D , которое в данном случае сводится к оценкам: 

1

2( , ) ,

k

k
xVf x t Ct




   1,k m      (7) 
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1

2 2( , ) ,

m

k
x xVf x t C x t




     1,k m              (8) 

11
22( , ) ,

m

k
t xVf x t C t t




     1,k m        (9) 

1

2 2( , ) ,

m

k
t xVf x t C t t




      2.k m      (10) 

Доказательство оценок (7)–(10) строятся на рассуждениях, аналогичных доказательству не-

равенств (3)–(6). При этом используются оценки производных ( , , )k
xu x t   из леммы 1 [10] для 

доказательства неравенств (7), (8), а для (9) и (10) – из леммы 2 [10]. Теорема доказана. 

Объемный потенциал с плотностью (2 )
2 ( )
l

mf H D

  при 3, 0m l m    удовлетворяет систе-

ме (1) в слое D , так как такие функции локально непрерывны по Гёльдеру. Следовательно, 

   2,1
,x tu Vf C D C D    является классическим решением задачи Коши (1). Тогда из 

свойств потенциала Пуассона и теоремы 1 следует: 

Теорема 2. Пусть (2 )
23, 0 , ( )l

mm l m f H D
     и ( )n

lH R  . Тогда существует единствен-

ное классическое решение u  задачи Коши (1) из пространства ( ) ( )l
mH D  и справедлива оценка  

 ( ) (2 )

; 2; ; n

l l

m D m D l R
u C f 

 


  . 

Из теоремы 2 следует, что любое решение системы (1), где ( ), 1lf H D l  , в слое D  будет 

принадлежать пространству 2( )lH D .  

Любое обобщенное решение в слое D  системы ( )Lu f L D   совпадает в D  с функцией 

из пространства 2 ( )H D  и справедлива 

Теорема 3. Пусть 1l   или 2l  , (2 )
0 ( )

l
f H D


  и ( )n

lH R  . Тогда существует обобщен-

ное решение u  задачи Коши (1) в пространстве ( )L D , причем  

 ( ) (2 )

2; 0; ; n

l l

D D l R
u C f 

 
  . 

Для случая ( ), ( )n nf L R L R    существование обобщенного решения задачи Коши из 

пространства ( )TL D  для любого 0T   и представление u Vf   для уравнения теплопро-

водности установлены в [15, гл. 3]. Доказательство аналогично и в случае 1l  , когда почти всю-

ду в слое D  вектор-функция f  удовлетворяет неравенству   1/ 2,f x t Ct . Требуемая глад-

кость обобщенных решений задачи Коши (1) вытекает из свойств потенциала Пуассона [14] и 

теоремы 2. 

 

Заключение 

Таким образом, для объемного потенциала доказано, что отображение :V f Vf  является 

ограниченным оператором из пространства (2 )
2 ( )
l

mH D

  в ( ) ( )l

mH D . Установлено, что ограничен-

ное в слое D  классическое решение задачи Коши параболической системы (1) и начальной плот-

ности ( )n
lH R   принадлежит весовому пространству Зигмунда ( ) ( )l

mH D  при0 , 3l m m   . 

Полученные оценки можно применить для построения шкалы гладкости решений задачи Коши 

для параболической системы с переменными коэффициентами. 
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Abstract. This article deals with the Cauchy problem for a second-order parabolic system with con-

stant coefficients and a non-zero right hand side which satisfy the condition of uniform parabolicity in 

the sense of Petrovsky. The initial condition can also be non-zero. Anisotropic Zygmund spaces which 

are analogous to parabolic Hölder spaces in the case of an integer smoothness index are used to con-

struct a smoothness scale for solutions to such systems. The properties of the volume potential for a par-
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abolic system were studied using their representation through the Poisson potential. Estimates of the op-

erator given by the Poisson potential established estimates for the volume potential in weighted parabol-

ic Zygmund spaces. The results are used to construct a smoothness scale for a bounded solution to the 

Cauchy problem for a second-order parabolic system in weighted anisotropic Zygmund spaces. 

Keywords: parabolic system; the Cauchy problem; Poisson potential; volume potential; anisotropic 

Zygmund spaces. 
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