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Аннотация. Исследование бифуркаций динамических систем, задавае-

мых кусочно-гладкими непрерывными векторными полями, интересно с 

теоретической точки зрения и полезно для приложений. Нелокальные би-

фуркации в типичных однопараметрических семействах таких систем на 

плоскости уже описаны. В настоящей работе рассматривается типичное 

двухпараметрическое семейство кусочно-гладких непрерывных векторных 

полей на плоскости. При нулевых значениях параметров предполагается, 

что у векторного поля есть негрубая устойчивая замкнутая траектория Г,  

имеющая с линией переключения поля простое касание. Получена бифур-

кационная диаграмма семейства – разбиение окрестности нуля на плоско-

сти параметров на множества, для элементов которых соответствующие 

векторные поля семейства имеют одинаковое число и тип замкнутых тра-

екторий в некоторой фиксированной окрестности траектории Г. В частно-

сти, показано, что максимальное число замкнутых траекторий, рождаю-

щихся из Г при изменении параметров, равно трем.  

Ключевые слова: кусочно-гладкое непрерывное векторное поле; динамиче-

ская система; замкнутая траектория; бифуркационная диаграмма. 

 

Введение. При математическом моделировании реальных процессов с переключениями ис-

пользуются как кусочно-гладкие разрывные векторные поля (дифференциальные уравнения) [1–

3], так и кусочно-гладкие  непрерывные векторные поля [3, 4].  

Для кусочно-гладких  непрерывных векторных полей на плоскости получены достаточные 

условия грубости, выделяющие в соответствующем функциональном пространстве открытое 

всюду плотное множество [5]. В книге [4] дана классификация возможных локальных бифурка-

ций в типичных одно- и двухпараметрических семействах таких полей.  

В типичном однопараметрическом семействе кусочно-гладких непрерывных векторных по-

лей могут происходить и нелокальные бифуркации рождения цикла. В [6] описана бифуркация 

рождения цикла из петли сепаратрисы сшитого седло-узла – аналог известной бифуркации рож-

дения цикла из петли сепаратрисы седло-узла  гладкого векторного поля [3, с. 177]. Других нело-

кальных бифуркаций рождения цикла в таких семействах, «новых» по сравнению с бифуркация-

ми гладких векторных полей, нет.  

Здесь мы рассмотрим бифуркацию в типичном двухпараметрическом семействе кусочно-

гладких непрерывных векторных полей на плоскости, при которой из устойчивой замкнутой тра-

ектории, касающейся линии переключения, рождается до трех замкнутых траекторий. 

1. Непрерывные кусочно-гладкие векторные поля на плоскости. Пусть M – область на 

плоскости 2
R  с C

-гладкой границей, 
1S ,…,

lS  – непересекающиеся между собой одномерные 

C
-подмногообразия в M  – линии переключения, 1: l

i iS S , 1 2{ , ,..., }nD M M M  – разбиение 

множества \M S  на  компоненты связности. Пусть V ( )r

iM  –  множество rC -векторных полей 

на iM , 1r  . Обозначим PSCV ( , )r M D  множество непрерывных векторных полей X  на M  та-

ких, что для любого 1,2,...,i n  : V ( )
i

i r

iM
X X M  .   

Поскольку векторное поле ( , )rX M D  удовлетворяет условию Липшица, то  для любой 

точки 0x M  однозначно определена траектория поля, выходящая из этой точки. Пусть замкну-

тая траектория   не касается линий переключения, а : ( 1,1) \M S   , (0)  , rC  – вложе-

ние, трансверсальное траекториям поля. Тогда  при u , достаточно близких к нулю,  определено 
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отображение последования по траекториям ( ) ( ( ))u f u  , где ( ) rf C  , (0) 0f  , ( ) 0f u  . 

Если (0) 1f    (соотв. (0) 1f   ), то  называется устойчивой (соотв. неустойчивой) гиперболиче-

ской замкнутой траекторией (предельным циклом).  Если (0) 1f   , а (0) 0f   , то   называет-

ся седло-узловой замкнутой траекторией или двойным циклом. 

2. Сшитый тройной цикл. Будем рассматривать семейство полей PSCV ( , )rX M D  , за-

висящих от параметра  , меняющегося в некоторой окрестности   точки 20R , и считать, что 

векторы  ( )X z  rC -гладко зависят от ( , ) iz M   , 3r  .  

Предположим, что  

(У1) У поля 
0X  есть замкнутая траектория 

0 , имеющая в точке 
0O S  простое касание с S  

и трансверсальная  S  в остальных точках.  

Выберем окрестность V  точки 
0O  и C -координаты  ( , )x y  в ней так, чтобы точка 

0O  име-

ла нулевые координаты, S V задавалось уравнением 0y  , точки  с координатами  0y   

( 0y  ) принадлежали одному элементу разбиения D , который обозначим M 
 ( M 

); при этом 

0 V M    . Согласно [7, с. 594] векторные поля : MX X  

   продолжаются до векторных по-

лей X 

  на некоторой окрестности множества M   в M  так, что отображения ( , ) ( )z X z   

принадлежат классу rC . Мы можем считать, что в выбранных координатах  

( ) ( , , ) / ( , , ) /X z P x y x Q x y y          , 

где  ( ,0, ) ( ,0, )P x P x   , ( ,0, ) ( ,0, )Q x Q x   ,  

(0,0,0) 0P  , (0,0,0) 0Q  ,  (0,0,0) / 0Q x   .                                   (1) 

Из (1) по теореме о неявной функции получаем, что при  , достаточно близких к нулю, 

уравнение ( ,0, ) 0Q x    имеет единственное решение ( )x x  , такое, что  ( ) 0x   , если  

0  , при этом ( ) rx C  .  

Пусть : ( 1,1) M    – rC -вложение, трансверсальное полю 
0X  , такое, что  0(0)  , а ду-

га ( 1,0)   находится с той же стороны от 
0 , что и дуга   0x  , 

10 y y   при достаточно малом 

1 0y  . Для  , достаточно близких к нулю, положительная (отрицательная) полутраектория поля 

X  , начинающаяся в  точке ( )O   с координатами ( ), 0x x y  , пересекает трансверсаль  

( 1, 1)   в точке ( ( ))u 
 ( ( ( ))u 

), где ( ) ru C   , (0) 0u  . Обозначим  ( ) : ( ) ( )u u      . 

Если число 0u   и окрестность нуля   на плоскости параметров выбраны достаточно малыми, 

то определены отображения  ( ( ) ) ( ( ) ( , ))u u u f u       , [ ,0]u u  , последования по тра-

екториям векторных полей X  ,    такие, что ,rf C ( , ) 0uf u   , (0,0) 0f  , (0, ) ( )f    . 

Введем также функцию расхождения ( , ) : ( , )d u f u u   . 

Предположим, что выполняется и условие  

(У2)  (0,0) (0,0) 1 0u ud f    , (0,0) (0,0) 0uu uud f   . 

Ясно, что условие (У2)  не зависит от произвола в выборе  . Из него следует, что при достаточно 

малом 0u   [ ,0)u u    ( ,0)f u u , и потому все траектории поля 0X , пересекающие транс-

версаль [ ,0)u  ,  -предельны к  
0 . 

Из (1) и выбора отображения   согласно [8] следует  

Лемма 1. Существуют такие число 0v   и окрестность нуля      на плоскости пара-

метров, что     положительная (отрицательная) полутраектория поля X  , начинающая-

ся в точке линии переключения с координатами ( ( ) ,0)x v  , ( ,0]v v   ( ( ( ) ,0)x w  , [0, )w v )  

пересекает трансверсаль ( 1, 1)   в точке ( ( ) ( , ))u f v     ( ( ( ) ( , ))u f w    ), где rf C  ,  

(0, ) 0f   , (0, ) ( )f     ,                                                       (2) 

( ) (0, ) ( ) (0, ) 0v wf f  
   , ( ) ( , ) 0vf v 

   при ( ,0)v v  , ( ) ( , ) 0wf w 
   при (0, )w v ,      (3) 
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( ) (0,0) 0vvvf   , ( ) (0,0) 0vwwf   .                                                    (4) 

Нам также понадобится  

Лемма 2 [1, с. 177]. Существуют такие число 0v   и окрестность нуля   на плоскости 

параметров, что     положительная полутраектория поля X 

 , выходящая из точки  с ко-

ординатами ( ( ) , 0)x v  , ( ,0]v v  , кончается в точке с координатами ( ( ) ( , ), 0)x v   , где  

rC  , (0, ) 0   ,  (0, ) 1v    , 
( ) ( )4 ( )

(0,0) (0,0,0)
3 2( )

x yy xx
vv

x

P Q Q

P Q


  

 

   
     

.                  (5) 

Будем считать, что числа 0v   и окрестности нуля  , о которых идет речь в леммах 1 и 2,  

выбраны одни и те же. 

При достаточно малых (0, )v v  и окрестности нуля      при    определены функ-

ция расхождения ( , ) : ( ( , ), ) ( , )d v f v f v       , [ ,0]v v   и  функция последования 
1 1( , ) : ( ( ( , ), ), ) ( ( , ), )f u f f u u d f u       

     ,   [0, ]u u , 

где 
1( , )f 

   – функция, обратная к ( , )f   , а 0 ( , )u f v    . Через точку ( ( ) )u u    проходит 

замкнутая траектория ( )u  поля X  , тогда и только тогда, когда 1( ( , ), ) 0d f u  

  . Поскольку  
1( , ) 1 ( ( , ), ) /( ) ( , )u v uf u d f u f u   

 
    , то эта траектория является устойчивым (неустойчивым) 

гиперболическим предельным циклом, если  производная 1( ( , ), )vd f u  


  положительна (отрица-

тельна). Если 1( ( , ), ) 0vd f u  


  , то 1 2( , ) ( ( , ), ) /[( ) ( , )]uu vv uf u d f u f u   

 
   ,  и потому  ( )u  – 

двойной цикл тогда и только тогда, когда  1( ( , ), ) 0vvd f u  


  . 

Из (2), (3) и (5)  получаем, что  

     (0, ) ( )d    , (0, ) 0vd   .                                              (6) 

и, в частности, (0,0) (0,0) 0vd d  . 

В достаточно малой окрестности V  цикла 
0  рассмотрим векторное поле X 

 , полученное 

из  поля 
VX  

заменой векторов 0 ( )X z  на 0 ( )X z  в точках  z V M   .  Мы можем выбрать   u  

и   столь малыми, что     определено отображение ( ) ( ( , ))u f u  
, [ , ]u u u  , по-

следования по траекториям поля X 

 , где rf C , ( , ) ( , )f u f u    при 0u  .  

Поскольку 1( , ) : ( ( ( , ), ), )f u f f u    

    , где  (0, ) 0   , ( ) (0, ) 1v 
   , то  

( ) ( ( , ), )( ) ( , )
( ) ( , )

( ) ( , )

w v
u

v

f v v
f u

f v

    



  





 
 


 , где 1( , )v f u 

 . 

Учитывая, что ( ) (0, ) ( ) (0, ) 0v wf f  
   , а  ( 2(( ) (0, )) 1v 

  , получаем 

 
1

0 0

( ) ( ( , ), )( ) ( , ) ( ) ( ( , ), )( ) ( , )
( ) (0, ) lim lim

( , )( ) ( , ) ( ) ( , )

w v w v
u

u v
v v

f v v f v v
f

v f uf v f v

         


 
     

 
 

 

   
   

 
 

0

(( ) ( ( , ), )( ) ( , )) ( ) (0, )
lim

(( ) ( , )) ( ) (0, )

w v v ww

v
v v vv

f v v f

f v f

     

 
   


 

   
 

  
.            (7) 

Поскольку ( ) (0,0) (0,0) 1u uf f
   , то ( ) (0,0) ( ) (0,0)ww vvf f 

  . Отсюда и из равенства 
2( , ) ( ) ( ( , ), )( ( , )) ( ) ( ( , ), ) ( , ) ( ) ( , )vv ww v w vv vvd v f v v f v v f v             

                            (8) 

получаем (0,0) 0vvd   . 

Предположим, что выполняется и условие 

(У3) (0,0) 0vvvd   . 

Из равенств (0,0) (0,0) (0,0) 0v vvd d d     и условия (У3) следует, что число u  можно счи-

тать столь малым, что (0, ]u u   1( ( ,0),0) 0d f u

   и потому ( ,0)f u u . Тем самым все траекто-

рии поля 0X , пересекающие трансверсаль (0, ]u , а в силу доказанного выше и пересекающие 

трансверсаль [ , ]u u  ,  -предельны к  0 . Далее будет показано, что при значениях параметра 
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 , достаточно  близких к нулю, поле X   может иметь в окрестности 
0  до трех замкнутых тра-

екторий. Поэтому 
0   можно назвать устойчивым сшитым тройным циклом. 

Существование векторных полей с циклом, удовлетворяющим условиям (У1)–(У3),  неоче-

видно и будет доказано ниже. Нетрудно построить гладкое поле 
0 / /X P x Q y      , (0,0) 0P  , 

(0,0) 0Q  , (0,0) 0xQ  , имеющее двойным циклом окружность 
0 , лежащую в верхней полу-

плоскости, касающуюся в начале координат оси x , к которой  -предельны траектории из внут-

ренней полуокрестности 
0 . Рассмотрим его как поле из 2PSCV ( , )r DR , где D  – разбиение на  

верхнюю – M 
 и нижнюю – M 

 полуплоскости. Для поля 2

0 PSCV ( , )rX D R , где 

( , ) ( , )P x y P x y  , ( , ) ( , )Q x y Q x y   при 0y  ,  ( , ) ( , )P x y P x y  , ( , ) ( , )Q x y Q x y ky    при 

0y  , окружность 
0  –  цикл и выполняются условия (У1) и (У2).  

Так как  
3( , ) ( ) ( ( , ), )( ( , )) 3( ) ( ( , ), ) ( , ) ( , )

( ) ( ( , ), ) ( , ) ( ) ( , ),

vvv vvv v vv v vv

v vvv vvv

d v f v v f v v v

f v v f v

            

     

 

 

       

   
 

то  

(0,0) ( ) (0,0) 3( ) (0,0) (0,0) ( ) (0,0)vvv vvv vv vv vvvd f f f  
        .                                 (9) 

Из (5) получаем   

4
(0,0) (0,0)

3 2

x y xx
vv

x

P Q k Q

P Q


    
     

. 

Из этого равенства видно, что число k  можно подобрать так, чтобы производная (0,0)vv  

была отрицательной со сколь угодно большой абсолютной величиной. Поэтому из (9) и (5) сле-

дует, что k  можно выбрать так, чтобы выполнялось условие (У3). 

 

3. Перестройки фазовых портретов при двухпараметрической деформации векторного 

поля с тройным циклом. Теперь мы можем сформулировать условие 

(У4)   Производные (0,0)d
  и (0,0)ud 

  линейно независимы. 

Если это условие выполняется, то в некоторой окрестности 
    нуля на плоскости па-

раметров можно выбрать 1rC  -координаты 1 2( , )   так, что 

2(0, ) ( )d      ,  1(0, )ud    .                                                (10) 

Будем отождествлять точку    с  координатной строкой: 1 2( , )    и считать 2( , )      . 

Теорема. Пусть семейство векторных полей PSCV ( , )rX M D  ,   ,  удовлетворяет ус-

ловиям (У1) – (У4). Тогда существуют  число (0, )  , окрестность U  цикла  0  и разбиение 

области 2( , )   параметров на множества 0B {(0,0)} , 
1B , 2B , 

1E  и 2E , где 

1 2 1B { : (0, ), ( )}k k        , : (0, ) ( , )k     , 1r

k C  , ( 0) ( 0) 0k k     , 1,2k  ,    

2 1 1 1( ) 0 ( )     ,  1 1 2 1 2 1 1E { : (0, ), ( ) ( )}           , 2

2 1 0 1 2E ( , ) \ (E B B B )        (см. 

рисунок) со следующими свойствами: 

1)  Положительные полутраектории векторного поля 2, ( , )X     , начинающиеся в 

точках  U ,  не выходят из U . 

2) Векторные поля  X   имеют  в U  при 0   единственный (устойчивый) предельный 

цикл 0 ; при 1E   два устойчивых гиперболических предельных цикла и один неустойчивый 

предельный цикл, гиперболический при 2 0  и касающийся S  при 2 0  ; при 2E   один ус-

тойчивый предельный цикл, гиперболический при 2 0   и касающийся S  при 2 0  ; при  1B   

и 2B   один устойчивый гиперболический предельный цикл и один двойной цикл. 
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Доказательство. Продолжим функцию расхождения d  до rC -функции на ( , )u u   , ко-

торую также будем обозначать  d . Вследствие (10)  
2 2

2 1( , ) ( ) ( )d u u a u o u       ,  
1( , ) 2 ( ) ( )ud u a u o u      ,                       (11) 

где по условию (У2) (0) (0,0) / 2 0uua d   . 

 
Бифуркационная диаграмма и перестройки фазовых портретов векторных полей X   

 

При достаточно малых (0, ]u u  и (0, ]   

[ ,0)u u    ( ,0) 0d u  ,                                                         (12) 

2( , ) [ , ] ( , )u u u         ( , ) 0uud u   .                                            (13)  

Так как определитель 

2 2
1 0(0,0) (0,0)

2 (0) 0
0 2 (0)0,0) (0,0)

u

u uu

d d
a

ad d

 
 

  
 

, 

то по теореме о неявной функции получаем существование таких чисел 0 (0, ]   и (0, ]u u , 

что для любого 1 0 0( , )     система уравнений ( , ) 0d u   , ( , ) 0ud u    относительно  неизвест-

ных 2 0 0( , ) ( , ) ( , )u u u         имеет единственное решение 2 1 1( )   , 1
ˆ( )u u  , при этом 

1

1
ˆ, ru C  ,   

2 2

1 1 1 1( ) (1/4 (0)) ( )a o     ,  1 1 1
ˆ( ) (1/2 (0)) ( )u a o     .                             (14) 

Фиксируем число u . Выберем число u , удовлетворяющее неравенству ( ,0) 0f u u     . Из 

(12) и (14) следует, что 0  можно выбрать столь  малым, что  

2

0 0( , )      [ , ]u u u        ( , ) 0d u   ,                                    (15) 

1 0 0( , )       1 1
ˆsgn ( ) sgnu    , 1 1 10 ( )    ,  если 1 0  . 

Для векторного поля X  , 2

0 0( , )     получаем, что  при 2 1 1( )   , 1 0(0, )  , дугу 

: [ ( ) , ( )]T u u u   

     пересекает единственная замкнутая траектория – двойной цикл, прохо-

дящий через точку 1
ˆ( ( ) ( ))u u    , а при остальных 1 2( , )    с 2 0   эту дугу могут пересе-
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кать только гиперболические замкнутые траектории. Из (11) следует, что  u
 и 

0  можно считать 

столь малыми, что 
2
( , ) 1/ 2d u    при 2

0 0( , ) ( , ) ( , )u u u       . Отсюда и из (15), (10) и (13) 

получаем, что при 
1 0(0, )  , 

1 1 2 0( )      замкнутые траектории не пересекают  T

 ,  при 

1 0(0, )  , 
2 1 10 ( )     ( , )d   имеет два простых нуля, принадлежащих интервалу ( , 0)u , то 

есть дугу T

    пересекают два грубых цикла, а при 
0 0(0, ) ( ,0)      ( , )d   имеет один нуль 

0 ( , 0)u u  , в котором 
0( , ) 0ud u   , то есть дугу  T

   пересекают одна замкнутая траектория – 

устойчивый гиперболический цикл.  

При 
1 0(0, )  , 

2 0    ( , )d   имеет два нуля 
1 ( , 0)u u  , в котором 

1( , ) 0ud u    и 
2 0u  . 

Тем самым дугу  T

  пересекает устойчивый гиперболический  цикл 
1( ) , проходящий через 

точку 
1( ( ) )u u   , к которому  -предельны все траектории, пересекающие дугу 

[ ( ) , ( ))u u u     , и замкнутая траектория 
2( ) , проходящая через точку ( ( ))u 

 и касаю-

щаяся S  в точке ( )O  , к которой  -предельны траектории, проходящие через точки дуги 

1( ( ) , ( ))u u u    .  

При 0 0( ,0] (0, )      ( , )d   не имеет нулей на [ , 0]u , а поле X   не имеет замкнутых 

траекторий, пересекающих дугу T

 . Действительно, поскольку имеем неравенства  

2(0, ) 0d    ,  1(0, ) 0ud      и (15),  то  в противном случае  получаем, что максимум и ми-

нимум ( , )d   достигается в точках интервала ( , 0)u , и потому ( , )ud    имеет по меньшей мере 

два нуля, что противоречит (13). При  0 0( ,0] ( ,0)       из неравенства 2(0, ) 0d    , из (15) 

и (13) следует, что ( , )d   имеет на [ , 0]u  единственный нуль 
0 ( , 0)u u  , при этом 

0( , ) 0ud u   . Поле X   имеет единственную замкнутую траекторию,  пересекающую дугу  T

 – 

устойчивый гиперболический  цикл. При 0( ,0) {0}     аналогично получаем, что через точки 

( ( ))u   и ( )O   проходит  замкнутая траектория, к которой  -предельны все остальные траек-

тории, пересекающие дугу T

 . 

Функцию расхождения d , которая была определена на ( ,0]v   , продолжим с сохранени-

ем гладкости на ( , )v v   .  Поскольку  1( ) (0, ) (0, ) 1 (0, ) 1u u uf f d   
       , то из (7) полу-

чаем  1( ) (0, ) (1 )( ) (0, )ww vvf f   
   . Отсюда,  из (2), (3), (10), (6), (8)  и определения функции d  

следует, что   
2 3 3

2 1( , ) ( ) ( ) ( )d v b v c v o v        ,  где   (0) ( ) (0,0) 0vvb f   , (0) (0,0) /6 0vvvc d   .       (16) 

Тогда  ˆ( , ) ( , )vd v vd v   ,   где 2ˆ rd C  ,  1
ˆ( , ) : 2 ( ) 3 ( ) ( )d v b c v o v      .                           

При 2 0   система уравнений ( , ) ( , ) 0vd v d v    равносильна системе уравнений  

ˆ( , ) ( , ) 0d v d v   .                                                              (17) 

Поскольку определитель 

2 2

ˆ(0,0) (0,0) 1 0
3 (0) 0

ˆ 0 3 (0)(0,0) (0,0)v v

d d
c

cd d

 
 

  
 

, 

то  по теореме о неявной функции получаем существование таких 0 (0, ]   и (0, ]v v , что 

1 0 0( , )      система уравнений  (17) относительно 2 0 0( , ) ( , ) ( , )v v v         имеет единст-

венное решение 2 2 1( )   , 1
ˆ( )v v  , при этом 2

2
ˆ, rv C  , 

3 2 3 3

2 1 1 1( ) (4 (0) /27 (0)) ( )b c o      ,  1 1 1
ˆ( ) (2 (0) /3 (0)) ( )v b c o     . 

Отсюда и из (16)  следует, что v  и 0  можно считать столь малыми, что 

1 0 0( , )      1 1
ˆsgn ( ) sgnv    , 1 0(0, )    1 2 1( ) 0     , 1 1 2 1

ˆ( ( ), , ( )) 0vvd v      ,    (19) 
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а при  всех ( , )v v v   , 2

0 0( , )      

( , ) 0vvvd v   ,                                                                     (20) 

2
( , ) 1/ 2d v   .                                                                   (21) 

Фиксируем v . Ввиду (4) : ( ,0) 0u f v

    . Так как ( ,0)f u u  , то найдется число 0v   такое, 

что 1( ( ,0),0) 0v f f u v 

       . Уменьшив при необходимости 
0 , будем иметь     

2

0 0( , )      ( , ) 0d v   , если  [ , ]v v v    ( , ) 0vvd v 
   .                             (22) 

Из (19) следует, что поле X  , 2

0 0( , )     имеет негиперболическую замкнутую траекторию, 

пересекающую дугу [ ( ), ( ) ]T u u u    

   , только при 
2 2 1( )   , 

1 0(0, )  ; эта траектория 

проходит через точку 
1

ˆ( ( ) ( ( ), ))u f v      и является двойным циклом. Из (22), (20) и  неравен-

ства 
2 1(0, ) ( ) 0d      следует, что других замкнутых траекторий, пересекающих T

 , в этом 

случае нет.  

При 
1 0(0, )  , 

2 1 2( ) 0     из (21)  и равенства 
1 1 2 1

ˆ( ( ), , ( )) 0d v       получаем, что при 

некотором ( ,0)v v  ( , ) 0d v   . Отсюда из (22) и неравенства 
2(0, ) 0d     следует, что 

( , )d   имеет на интервале ( ,0)v  четное число N  (простых) нулей.  Предположение о том, что 

4N   вследствие теоремы Ролля противоречит неравенству (20). Таким образом, 2N  , то есть 

дугу  T

  пересекают два гиперболических цикла.  При  2 0   получаем, что ( , )d   имеет на ин-

тервале ( ,0)v  единственный нуль 0v , в котором 0( , ) 0vd v   , и, соответственно,  дугу 

( ( ), ( ) ]u u u   

    пересекает единственная замкнутая траектория – устойчивый гиперболиче-

ский цикл 3( ) .  Кроме того, (0, ) 0d    и ( , ) 0d v    при 0( ,0)v v , то есть к циклу 2( ) , про-

ходящему  через точку ( )O  ,  -предельны траектории, пересекающие дугу 0( ( ), ( ) )u u u     , 

где 0 0: ( , )u f v  . Поскольку траектории, проходящие через точки ( )u , 
1( ( ) , ( ))u u u u    ,  

дуги T

 , также   -предельны к  2( ) , то 2( )  – неустойчивый цикл. 

Поскольку при 
2 2 1( )   , 

1 0(0, )  , 0v v    ( , ) 0d v   , то из (21) следует, что при 

0 2 2 1( )      , 
1 0(0, )  , 0v v  

 
( , ) 0d v   , и потому замкнутые траектории не пересе-

каются с T

 . 

Считая  0  достаточно малым,  из (16)  получаем  

(0, ) 0d     при  всех  0 0 0( , ) (0, )      .                                      (23) 

Из (22)  и (23) следует, что ( , )d   имеет на интервале ( ,0)v нечетное число N  (простых) нулей.  

Если 3N  , то по теореме Ролля  ( , )vd    имеет на 0( ,0)v  не менее двух нулей, а на 0( ,0]v , не 

менее трех нулей. По теореме Ролля ( , )vvvd    имеет нуль, что противоречит (20). Таким образом,  

( , )d    имеет на [ ,0)v  единственный нуль 0 ( ,0)v v  , а 0( , ) 0vd v   .  Соответственно, дугу 

T
  при 0 0 0( , ) (0, )       пересекает единственная замкнутая траектория – устойчивый гипер-

болический предельный цикл.  

Покажем, что при 0 0( ,0] ( ,0)       дуга T
  не пересекается с замкнутыми траекториями. 

Предположим противное: при 1 2 0 0( , ) ( ,0] ( ,0)            дуга  T
  пересекается с замкнутой 

траекторией. Пусть 0 2 2( , ) { }I        . Если замкнутая траектория поля X , I  , пересекает 

T
  в точке ( )pu , то 1( , ) ( ,0)p pv f u v

    , ( , ) 0pd v   , ( , ) 0v pd v   . По теореме о неявной 

функции при всех I  , достаточно близких к  , ( , )d   также  имеет нуль. Поэтому множество 

тех  I  , при  которых дуга T

  пересекается с замкнутыми траекториями, непустое и открытое 

в I . Множество тех  I  , при  которых дуга  T

   не пересекается с замкнутыми траекториями, 

задается условием ( , ) 0d v    для всех [ ,0]v v   и потому также непустое и открытое в I . Но 
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это невозможно, поскольку I  связно. Поэтому сделанное предположение неверно,  и дуга  T

   

не пересекается с замкнутыми траекториями. 

При 0( ,0] {0}     ( , )d   имеет на [ ,0]v  единственный нуль 0v  .  Действительно, если 

бы существовал еще нуль cv , то тогда ( ,0)cv v  , ( , ) 0v cd v   , и по теореме о неявной функции  

( , )d   имела бы нуль при некотором  0 0( ,0) ( ,0)      , что невозможно. Учитывая (22), по-

лучаем ( , ) 0d u    при всех [ ,0)v v  , и потому все траектории,   пересекающие T
 ,  -

предельны к замкнутой траектории, проходящей через точку ( )O  .   

Так как ( ,0)f u u , при [ ,0)u u  , а ( ,0)f u u  при (0, ]u u , то из [9, с. 100] следует, что 

через точку ( ( ,0))f u   ( ( ( ,0))f u  ) дуги 0T   ( 0T  ) можно провести замкнутую 1C -кривую  
 

( 
) так, что     – граница U  окрестности  U  цикла  

0 , в точках которой поле  
0X  не ка-

сается  U  и направлено внутрь U ; при этом все траектории поля 
0X , начинающиеся в точках 

U ,  пересекают дугу ( , )u u 

 ,  -предельны к 
0 , а при убывании времени выходят из U . Вы-

брав число 0 00 min{ , }     достаточно малым, получим, что при всех 2( , )     поле X   

направлено внутрь U , дуга [ ( ) , ( ) ]u u u u   

     принадлежит U , а любая траектории поля, 

начинающаяся в точках U , пересекает дугу [ ( ) , ( ) ]u u u u T T      

      . Вследствие  нера-

венств (15) и (22) любая  замкнутая траектория поля X  , пересекающая дугу T T 

  , пересекает 

и дугу [ ( ) , ( ) ]u u u u   

    , а потому принадлежит U .  

Определив теперь множества 
i  и j  так, как это сделано в формулировке теоремы, из до-

казанного выше получаем все утверждения теоремы. 

4. Бифуркации в случае (0,0) 0vvvd   . В этом случае   – полуустойчивая траектория, би-

фуркационная кривая двойных циклов 2  задается уравнением 2 2 1( )   ,  где теперь 

2 : ( ,0) ( ,0)     , 
2 2( 0) ( 0) 0     , кривая 

1 0 2     – 1C -гладкая, 2( , ) \     

имеет две компоненты 
1  и 

2 , векторные поля X   при   1   ( 2  ) в окрестности   имеют 

две замкнутые траектории (не имеют замкнутых траекторий). Таким образом,   бифурцирует 

аналогично двойному циклу при типичных двухпараметрических возмущениях. В этом случае   

можно назвать сшитым двойным циклом. 
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Abstract. The study of bifurcations of dynamic systems defined by piecewise-smooth continuous 

vector fields is interesting from a theoretical and practical point of view. Nonlocal bifurcations in gener-

ic one-parameter families of such systems on a plane have already been described. In this paper, we con-

sider a generic two-parameter family of piecewise-smooth continuous planar vector fields. At zero val-

ues of the parameters, it is assumed that the vector field has a smooth stable closed trajectory Г, which 

has a simple tangency with the field switching line. A bifurcation diagram of a family is obtained – a 

partition of the neighborhood of zero on the parameter plane into sets, for whose elements the corre-

sponding vector fields of the family have the same number and type of closed trajectories in some fixed 

neighborhood of Γ. In particular, we show that the maximum number of closed trajectories born from Г 

when the parameters change is three. 

Keywords: piecewise-smooth continuous vector field; dynamical system; closed trajectory; bifurca-

tion diagram. 
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