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Аннотация. Рассматривается линейная стохастическая система урав-
нений Осколкова, которая моделирует течение вязкоупругой несжимаемой 
жидкости. Изучается вопрос об устойчивости решений этой системы. Для 
этого стохастическая система уравнений Осколкова рассматривается в виде 
стохастического линейного уравнения соболевского типа. В качестве иско-
мой величины выступает стохастический процесс, который не имеет произ-
водной по Ньютону–Лейбницу ни в одной точке. Поэтому мы используем 
производную стохастического процесса в смысле Нельсона–Гликлиха. По-
казано, что при определенных значениях параметров, характеризующих 
упругие и вязкие свойства жидкости, существование неустойчивого и ус-
тойчивого инвариантных пространств стохастической системы уравнений 
Осколкова.  

Ключевые слова: стохастическая система уравнений Осколкова; производ-
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Введение 

Рассмотрим систему Осколкова 

( )2 2 , 0,− ∇ = ∇ − ∇ =tu u p uλ ν       (1) 

0( , ) 0, ( , ) , ( ,0) , ,= ∈∂ × = ∈ℝu x t x t D u x u x D 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 nu x,t = u x,t ,u x,t ,…,u x,t  и p  характеризуют вектор скоростей и градиент давле-

ния. Система (1) является линеаризацией системы 

( ) ( )2 2 , 0,− ∇ = ∇ − ⋅∇ − ∇ ∇ =tu u u p uλ ν  

которая была получена А.П. Осколковым [1] для описания течения вязких жидкостей, обладаю-
щих свойством упругости. 

Мы будем исследовать вопрос об устойчивости решений системы (1) со стохастическими на-
чальными данными. В качестве начального условия выберем случайную величину 

0(0) =η η               (2) 
и систему (1) будем рассматривать в виде стохастического уравнения соболевского типа [2–5] 

о
ηL = Mη .              (3) 

Решением стохастического уравнения является стохастический процесс, который не диффе-
ренцируем ни в одной точке. Поэтому в качестве производной стохастического процесса η  бу-

дем рассматривать производную Нельсона–Гликлиха 
о
η  [6]. 

Исследование разрешимости детерминированной системы Осколкова начато в [1] при усло-
вии, что параметры ∈ℝ+λ,ν . В работе [7] вопрос о существовании решений решался с помощью 

метода фазового пространства при \ {0}, +∈ ∈ℝ ℝλ ν . Было показано существование 
экспоненциальной дихотомии решений.  

Нашей целью является изучение устойчивости решений стохастической системы (1) в тер-
минах устойчивых и неустойчивых инвариантных пространств. Статья состоит из двух частей. В 
первой части рассматривается система (1) в пространствах случайных K -величин, показана раз-
решимость стохастической системы (1). Во второй части доказывается существование устойчи-
вого и неустойчивого инвариантных пространств. 
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1. Система Осколкова в пространствах случайных K-величин 
Систему (1) будем рассматривать в пространствах случайных K-величин. Для этого обозна-

чим ( )( )2 2
2 ,=

n
H W D  ( )( )2

2= n
L L D , где D  – ограниченная область с гладкой границей (класса 

∞
ℂ ). Замыкание линеала { : 0}∞∈ ∇ =ℂu  u  обозначим σH , причем существует расщепление 

2 = ⊕L H Hσ π , где πH  – ортогональное дополнение к σH , а Π  – отропроектор соответствую-

щий этому дополнению. Обозначим Σ = − ΠI .  

Положим 2 2= × ×H H Hσ π πU  и = × ×H H Hσ π πF . Элемент ∈u U  имеет вид ( )σ πu = u ,u , p . В 

[7] показано, что оператор ( )2= −∇
n

A  является линейным непрерывным оператором, причем 

( )σ A  положительный и дискретный, сгущающийся к +∞. 

Пространства ( )2
2W D , ( )2L D  – сепарабельные гильбертовы пространства, поэтому про-

странства U , F  являются сепарабельными гильбертовыми пространствами как их конечные про-
изведения. Через { }kϕ  и { }kψ  обозначим базис в U  и F . Построим пространства 2KU L  и 2KF L . 

Выберем последовательность равномерно ограниченных случайных величин 2{ } ∈k Lξ  и 

{ }kK = λ  – монотонная последовательность такая, что 
1

∞

=
< +∞∑ k

k

λ . Здесь 2L  – пространство слу-

чайных K-величин ξ  с нулевым математическим ожиданием и конечной дисперсией. Элемента-
ми пространств 2KU L  и 2KF L  являются векторы 

,
1 1

.
∞ ∞

= =
= =∑ ∑k k k k k k

k k

η λ ξ ϕ ς λ ξ ψ  

Операторы 2 2, : →K KL M U L F L  зададим следующими формулами: 

( )
( ) ,

Σ + 
 = Ρ + 
 
 

I A O O

L O I A O

O O O

λ
λ  .

− Σ 
 = − Ρ −Ρ 
 −Ρ 

A O O

M O A

O B O

ν
ν  

Тогда стохастическую систему уравнений (1) можно рассматривать в виде стохастического ли-

нейного уравнения (3). Очевидно, что операторы , ( , )∈L M U FL , причем { }2 2im 0= ⊕ ⊕L H Hσ π ,  

{ } { }ker 0 0= ⊕ ⊕L Hπ . В [8] показано, что оператор ( , )∈A U FL , тогда и только тогда, когда 

оператор ( )2 2,∈ K KA U L F LL . Поэтому ( )2 2, ,∈ K KL M U L F LL . В работе [7] показано, что опера-

тор M  ( ),1L -ограничен, если операторы , : →L M U F .  

Лемма 1. Операторы ( )2 2, ,∈ K KL M U L F LL , причем оператор M  ( ),1L -ограничен при 

( )\ , \ {0}∈ ∈ℝR Aλ σ ν . 

Решением уравнения (3) назовем стохастический K-процесс ( )1
2;∈ KС U Lη J , если при под-

становке его (3) он почти наверное обращает уравнение в тождество (ℑ  – некоторый промежуток 
из ℝ , ℝ  – множество действительных чисел, наделенных борелевой σ -алгеброй). Стохастиче-
ским фазовым пространством уравнения (3) назовем множество 2∈ KP U L , если почти наверное 

каждая траектория решения ( )η= η t  уравнения (3) лежит в P , для почти всех 0 ∈ Pη  существует 

решение уравнения (3), удовлетворяющее условию (2). 
Фазовое пространство стохастической системы Осколкова имеет вид 

{ }1
2 2 : 0, .= ∈ Ρ = Ρ Σ =K KU L U L B pη η η  

Пусть { }kν  – спектр оператора 2 2: →ɶA H Hπ π , являющегося сужением оператора A  на 2Hπ . 
Разрешающую группу можно представить в виде 
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.

−
 
 
 ≠
 
 =
 
 
 
 
 

∑
k

k
t

k
t

e O O

U O O O

O O O

νν
ν λ

ν λ
 

Теорема 1. При любых ( )\ , \ {0}∈ ∈ℝ ℝAλ σ ν  и при любой случайной величине 1
0 2∈ KU Lη  

существует решение стохастической системы уравнений (1) с начальным условием (3), которое 

имеет вид ( ) t
0η t =U η , ∈t J . 

 
2. Инвариантные пространства стохастической системы уравнений Осколкова 

Определение 1. Инвариантное пространство +I  называется устойчивым (неустойчивым) 
инвариантным пространством уравнения (3), если существуют такие положительные константы 

( ) ( )1 2 1 2,N m , что выполнено  

( )1 11
1

2 2
( ) ( ) ,− −≤ ≥m s t

U UK K
t N e s s tL L

η η , 
2

( )2 22
2

2
( ) ( ) , ,− − ≤ ≥ 

 K

m t s

U L UK
t N e s t s

L
η η , 

где 1
+∈ Iη  ( 2

−∈ Iη ) при всех ∈ℝt . 
Относительный спектр стохастической системы Осколкова имеет вид 

( ) ( ) ( )1 2= ∩L L LM M Mσ σ σ , 

где 

( )1 ,
 

= > − 

L k
k

k

M
ννσ λ ν

ν λ
, ( )2 ,

 
= < − 

L k
k

k

M
ννσ λ ν

ν λ
. 

Рассмотрим пространства  
1 1

2{ := ∈ >K kI U Lη λ ν }, 2 1
2{ := ∈ <K kI U Lη λ ν }. 

Cсправедлива следующая 

Теорема 2. Если ( )\∈λ R σ A , 1>λ ν  и 0>ν  ( 0<ν ), то 1I  является устойчивым инвари-

антным пространством и 2I является неустойчивым инвариантным пространством стохас-
тической системы уравнений (1). 

Доказательство. Если 0>ν  ( 0<ν ), тогда ( )1
L Mσ  ( ( )2

L Mσ ) лежит в левой полуплоскости 

комплексной плоскости, а ( )2
L Mσ  ( ( )1

L Mσ ) – в правой полуплоскости комплексной плоскости. 

Поэтому в силу результатов [9] пространство 1I  ( 2I ) является устойчивым инвариантным про-

странством, пространство 2I  ( 1I ) является неустойчивым инвариантным пространством. 
 
Заключение 

В дальнейшем планируется продолжить исследования по изучению устойчивости и неустой-
чивости решений для стохастических полулинейных уравнений соболевского типа с относитель-
но секториальным оператором [8]. Следуя работам [9–11], предполагается провести численные 
эксперименты по нахождению устойчивого и неустойчивого решений стохастической системы (1). 
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INVARIANT SPACES OF STOCHASTIC SYSTEMS OF OSKOLKOV EQUATIONS 
 
O.G. Kitaeva 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: kitaevaog@susu.ru 
 

Abstract. This paper considers a linear stochastic system of Oskolkov equations, which models the 
flow of a viscoelastic incompressible fluid and studies the stability of the solutions of this system. For 
this purpose, the stochastic system of Oskolkov equations is considered in the form of a Sobolev-type 
stochastic linear equation. The desired value is a stochastic process that does not have a Newton–Leibniz 
derivative at any point. Therefore, we use the derivative of the stochastic process in the sense of Nelson–
Gliklich. It is shown that for certain parameter values characterizing the elastic and viscous properties of 
a liquid there are unstable and stable invariant spaces of a stochastic system of Oskolkov equations.  

Keywords: stochastic system of Oskolkov equations; Nelson-Gliklich equation; invariant spaces. 
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