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Аннотация. Потребность в развитии математических методов, позво-

ляющих вычислительно эффективно находить собственные значения диф-

ференциальных операторов в частных производных, заданных на графах с 

изменяющимися во времени геометрическими параметрами, связана с раз-

витием новых технологий в науке и технике. На примере канонических 

дифференциальных уравнений в частных производных параболического 

типа разработаны алгоритмы вычисления их собственных чисел. Найдены 

аналитические формулы, позволяющие находить приближенные значения 

собственных чисел рассматриваемых операторов в необходимые моменты 

времени. 
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операторы; метод Галеркина; метод регуляризованных следов. 

 

Введение 

В процессе моделирования природных явлений возникает необходимость нахождения собст-

венных чисел дискретных дифференциальных операторов в частных производных, заданных на 

связных графах, геометрия которых изменяется со временем. Для построения методов решения 

таких задач воспользуемся методикой численного решения спектральных задач, заданных на 

квантовых графах с постоянными ребрами [1–4]. 

В статьях [5–10] разработаны алгоритмы нахождения собственных чисел начально-краевых 

задач, заданных на графах типа звезда с изменяющимися ребрами. Их граничные условия позво-

ляют найти аналитические формулы для вычисления собственных чисел этих задач в необходи-

мые моменты времени. В случае, когда графы связные, граничные условия затрудняют получе-

ние аналитических формул. Для этих случаев возникает необходимость построения алгоритмов 

решения этих задач. 

Используя результаты статьи, можно распространить ранее полученную методику решения 

обратных спектральных задач на графах с неподвижными ребрами на графы с изменяющимися 

ребрами [11]. 

Для описания математической модели рассмотрим конечное множество связного ориентиро-

ванного графа tG , имеющего 0j  ребер и 0i  вершин. Через E  
01 2, , , jE E E   обозначим мно-

жество их ребер, а через 0
1( )

i
i iV V V   – множество вершин. У графа G  длины ребер и площади 

поперечного сечения изменяются во времени по законам:  

        0, , 1,j j j jL t l L t D t d D t j j   .                                            (1) 

Здесь    ,L t D t  – дважды дифференцированные функции, такие, что все длины ребер jE  и 

площади поперечных сечений jD  графа всегда остаются  положительными. В момент времени 

*
t t  введем пространство  

*

2,1
tL G  суммируемых с квадратом вектор-функций f  t , заданных 

на графе tG  со скалярным произведением 
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 ,f w
 2,1

*
tL G

   
 

 
* 0

* 10 0

1
, , ,

jt L tj

j j j j j j

j

D t f x t w x t dx dt
t 

 
 
 
 

   

f      0 01 1, , , ,j jf x t f x t ,   0,j jx L t , 01,j j . 

Когда     1L t D t  , геометрия графа tG  со временем не изменяется. В этом случае граф 

будем обозначать 0G . Далее рассмотрим спектральные задачи, заданные на связных квантовых 

графах tG  с изменяющимися ребрами для операторов параболического типа.  

 

Вычисление собственных чисел 
Опишем методику вычисления приближенных значений собственных чисел дискретных 

вектор-операторов F =  
01 2, , , jF F F  параболического типа, заданных на связных квантовых 

графах tG : 

F
t





 – 
2

1 02
P P

xx

  
  


,  iP =     0 01 1, , , ,i ij jp x t p x t , 0,1i  ,                    (2) 

     0 01 1, , , ,j jx t x t  , x      
01 , , jx t x t ,   01,j j  

с областью определения  2,1
F tD L G . Известно, что собственные числа   операторов F  нахо-

дятся при решении начально-краевых задач, заданных на подвижных ребрах графа tG    

j

t




–    

2

12
, ,

j j
j j oj j j

jj

p x t p x t
xx

 


 
  


,  

 ,j j jx t  ,   0,j jx L t ,  01,j j , 

 

 

,
| 0

k kk
yk

k kE sk

y td

l y
E V







 

 

,
|m mm
ym m

m mE sm

y td
ll y

E V





  = 0,                 (3) 

   , , , ,i k s m sE E E V E E E V 
     , , ,i k n N  , 

         0, 0, , ,i k m mt t L t t L t t       ,    ,0j j jx x  , 

где  sE V
  – множество дуг в E  с началом в вершинах V , а ( )sE V  – множество дуг в E  с кон-

цом в вершинах V . Функции  x  и j  дифференцируемые необходимое число раз. 

Для нахождения решений начально-краевых задач (3) сделаем замену переменных 
 
j

j

x
y

L t
  

и перейдем к соответствующим задачам для графа 0G  с постоянными ребрами [7–9]. В результа-

те преобразований получим следующие начально-краевые задачи на графе 0G  с постоянными 

ребрами: 

( , )j jy t

t




 – 

 
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2 2

( , )1 j j

j

y t

L t y




+

 
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1

( , )1
[ ( , ) ]
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j

y td L t
p y t y

L t d t y





+ 

+ 0 ( , ) ( , ) ( , )j j j j j jp y t y t y t  ,   0,j jy l , 

 

 

0

,

k s k

k k
k
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D

y



 




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 

 ,

m s m m
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m

mE E V y l

y t
D

y



 




 = 0, 

   , , , ,i k s m sE E E V E E E V 
   , , ,i k n N  ,                                    (4) 

       0, 0, , ,i k m mt t l t l t       ,    ,0j j jy y  . 



Кадченко С.И. Алгоритмы вычисления собственных значений начально-краевых задач, 
 заданных на связных графах с изменяющимися ребрами 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2025, том 17, № 4, С. 5–9 

7 

В работах [12, 13] разработан метод вычисления собственных чисел дискретных полуогра-

ниченных дифференциальных операторов, заданных в гильбертовом пространстве H . Восполь-

зуемся им для  нахождения собственных чисел спектральных задач (4). Для этого построим по-

следовательность  
1n n

H



 конечномерных пространств nH H , которая будет полной в H . 

Если известны ортонормированные базисы  
1

n

k k



 пространств nH , удовлетворяющие гранич-

ным условиям (4), то имеет место терема  

Теорема 1. Приближенные собственные значения n  спектральной задачи (4) находятся по 

линейным формулам 

 ,n n n nU     , lim | | 0n
n




 , n N ,                                             (5) 

где    
1

1

1
n

n k k

k

n n  




      ,  k n  – n-е приближение по Галеркину к соответствующим зна-

чениям k  спектральной задачи (4). 

Вычисление приближенных собственных значений  n t  оператора F , заданного на графе 

0G  по формулам (5), требует знания ортонормированных систем функций   
1

,
n

jk j
k

y t


, кото-

рые удовлетворяют граничным условиям (4) и являются базисами пространств nH . В этом слу-

чае формулы (5) в момент времени 
*
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
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j

j
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   
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t
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  
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2 2

,1 jn j

j

y t

L t y




  
1

L t
[  1 ,j jp y t –

 
j

dL t
y

dt
]

 ,jn j

j

y t

y




+ 

+    0 , ,j j jn jp y t y t     
*

,jn j j ny t d y d t t  .          (6)   

Используя формулы (6), можно вычислить значения собственных чисел вектор-оператора F  

заданного на графе tG  с изменяющимися во времени длинами ребер, в необходимый момент 

времени и необходимого порядка. 
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Abstract. The development of new technologies in science and engineering has led to a need for 

mathematical methods to efficiently calculate the eigenvalues of partial differential operators on graphs 
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canonical parabolic partial differential equations to compute their eigenvalues. The analytical formulas 

obtained from these algorithms can approximate the eigenvalues at specific time points. 
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