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Аннотация. Cтатья посвящена исследованию задачи смешанного 

управления для одной полулинейной системы леонтьевского типа с 

начальным условием Шоуолтера – Сидорова. Постановка задачи  

позволила применить методы исследования разрешимости задачи 

оптимального управления для полулинейного уравнения соболевского типа 

к задаче смешанного управления для полулинейной системы леонтьевского 

типа. Доказана теорема существования решения этой задачи. Актуальность 

исследования разрешимости поставленной задачи обусловлена наличием 

прикладных задач, в основе которых лежит полулинейная система 

леонтьевского типа, а методы их исследования позволяют продолжить 

численные исследования задачи оптимального управления. 

Ключевые слова: задача смешанного управления; полулинейная система 
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Введение 

Рассмотрим полулинейную систему леонтьевского типа 

 ( ) ( ) ( ( )) ( ), det 0Lx t Mx t N x t u t L   ɺ  (1) 

с начальным условием Шоуолтера–Сидорова 

 .0))0(( 0  uxL  (2) 

Здесь L, M – квадратные матрицы порядка n, N – нелинейный оператор, заданный формулой 
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где ,   – евклидово скалярное произведение в Rn; 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))nx t col x t x t x t     и 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))nx t col x t x t x t   ɺ ɺ ɺ ɺ – вектор-функции состояния и скорости изменения состояния си-

стемы (1) соответственно; 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )),nu t col u t u t u t    0 01 02 0( , , , ).nu col u u u     Вырожденную 

систему дифференциальных уравнений (1),  являющуюся конечномерным аналогом полулиней-

ного уравнения соболевского типа [1], будем называть полулинейной системой леонтьевского 

типа. Исследование задачи Шоуолтера–Сидорова (2) для линейных ( ON ) и полулинейных 

систем леонтьевского типа (1) обусловлено наличием прикладных задач, изучение каждой из ко-

торых представляет самостоятельный интерес, например, вырожденная балансовая динамическая 

модель производственного предприятия, вырожденная балансовая модель клеточного цикла, ма-

тематическая модель сложного измерительного устройства. 

Целью работы является исследование задачи смешанного управления 
2
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решениями задачи (1), (2). Здесь ),),0(( n
2m R,TLX  }coim :{= LxXx  ɺX  – пространство со-

стояний, VU  – пространство управления, где ),)0((=U
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mL R , C – матрица 

размера nrnr  , . Определим множества: 

1) ={ :[ , ] 0 ker \{0}},coimL x X x L      где [ , ]   – скалярное произведение в L2((0,T), Rn); 
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2) допустимых управлений как замкнутое выпуклое подмножество VUVU    в про-

странстве управления V.U   

Постановка задачи оптимального управления для уравнения соболевского типа и исследова-

ние ее разрешимости берут начало с работы [2]. Задачи оптимального управления стали активно 

исследоваться как аналитически [3], так и численно в прикладных исследованиях [4], кроме того, 

изучались и другие виды задач управления [5]. 

 

1. Исследование задачи управления 

Исследование задачи управления проведем в два этапа: построение множества допустимых 

решений, а затем получение условий его существования.  Сначала покажем существование реше-

ния задачи Шоуолтера–Сидорова  

 0))0(( 0  xxL  (5) 

для уравнения (1) с заданными функцией u = u(t) и начальным состоянием x0 в (5) на основе 

метода фазового пространства [6]. Классическим решением уравнения (1) будем называть вектор-

функцию ));,0(( XTCx k , }{Nk , если при некотором RT   она удовлетворяет (1). 

Классическое решение уравнения (1) является решением задачи Шоуолтера – Сидорова (1), (5), 

если оно удовлетворяет (5). 

Для доказательства разрешимости задачи Шоуолтера–Сидорова (1), (5) воспользуемся 

результатом, изложенным в [7], показывающим существование решения задачи Шоуолтера – Си-

дорова для системы вырожденных дифференциальных уравнений: 

 .0))0((),( 0  xxAxFxAɺ  (6) 

Теорема 1. [7] Пусть A – квадратная матрица порядка n, ;rank nA   PA – проектор на левый 

аннулятор матрицы A вдоль образа, PA – проектор на правый аннулятор матрицы A вдоль 

кообраза; F(x) = (F1(x), …, Fn(x)) – вектор-функция на ,n
R  .1,  kCF k

i  Задача (6) локально 

разрешима для любого ,0
nx R  если ,rank'rank

0
AnPFP Ax

A   где 
0

'xF  – матрица Якоби 

отображения F в точке x0. 

Доказательство теоремы 1 основано на методе фазового пространства [7]. Первоначально 

данный результат был получен при исследовании локальной разрешимости задачи Коши [6].  

Построим множество },))((:{ uPxNMxPXx LL B  в котором лежат решения уравнения 

(1) при всех RT . Зафиксируем B0x  и сужение оператора Lx
L PNMP )'(

0
  рассмотрим в 

качестве ,'vF  здесь 
0

'xN  – производная Фреше оператора N в точке x0. 

Теорема 2. Пусть L, M – квадратные неотрицательно определенные матрицы порядка n, кро-

ме того, L – самосопряженная и  LL cokerdimkerdim  , оператор N задан формулой (3). Тогда 

для любого RT , Uu  и 
nx R0  существует единственное решение задачи (1), (5). 

Доказательство. Чтобы показать разрешимость задачи (1), (5), установим невырожденность 

матрицы Якоби отображения ,IuNM   или невырожденность оператора Ly
L PNMP )'(  . В 

силу построения операторов M, N имеем  
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Построим норму 2| | ,x Lx x   в coim L , она эквивалентна норме, индуцированной из 

надпространства )),0(( n
2 R,TL . Умножив скалярно (1) на x и применив неравенство Гильберта, 

получим 
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Из получившейся оценки следует, что временной интервал 0 0(0, ( ))T x  является независимым 

от значения ,0x  поэтому допустимо считать, что .)( 00 TxT   

В силу непрерывности вложения ) ]; 0([));0(( 11 nn ,TC,TH RR ֏  классическое решение (1) 

является также и сильным решением (1) [2]. Под сильным решением будем понимать вектор-

функцию ),);0((1 n,THx R  если она п.в. на )0( ,T  обращает его в тождество. 

Перейдем к исследованию задачи управления (1) , (2), (4). 

Определение 2. Совокупность   VU),,),(( 00 Xvvvvx  назовем решением задачи 

смешанного управления (1), (2), (4), если 

 ),,,),((min),,),((),( 00
),(

000
0

uuuuxJvvvvxJvvJ
uu

   

где VU),,( 0 Xuux  удовлетворяет (1), (2) в смысле сильного решения [1–3, 5]. Допустимым 

будем называть множество },VU),,),((:),,({ 000   XA uuuuxuux  где ),,( 0uux  

удовлетворяет задаче (1), (2). 

Теорема 3. Пусть L, M – квадратные неотрицательно определенные матрицы порядка n, кро-

ме того, L – самосопряженная и dim ker dim cokerL L , оператор N задан формулой (3). Тогда 

для любого RT  существует решение задачи (1), (2), (4). 

Доказательство. Отметим, что структура доказательства этой теоремы построена в 

соответствии с классическими методам исследования разрешимости задач оптимального 

управления [8–10]. 

1. В силу существования единственного решения задачи (1), (2), определен гомеоморфизм 

).,( 0uuxx   Таким образом, допустимое множество A  не пусто и найдутся последовательности 

  VU}),({ 0ll uu  такие, что  

).,(min),(lim 0
),(

0
0

uuJuuJ
uu

ll
l


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Из оценки, приведенной в (7), получим 

const,const, V0U  |||||||| ll uu  .l                    (8) 

Таким образом, показали, что }),({ 0ll uu ограничены. 

2. Получив (8), выберем подпоследовательности ,:}{,:}{ 000 vuuvuu llll   которые 

являются слабо сходящимися. Заметим, что их пределы   VU),( 0vv  на основании теоремы 

Мазура.  Пусть ),(= 0lll uuxx  удовлетворяет задаче  

,=)( llll uxNMxxL ɺ                          (9) 

.0))0(( 0  ll uxL                   (10) 

В силу выполнения априорной оценки (7) и свойства 2m-коэрцитивности оператора N [7] 

получим  . const lxl X||||  

3. Переходя к слабому пределу в уравнении состояния и используя метод монотонности, 

получим, что слабый предел последовательности }),,({ lll vux  удовлетворяет 

.0))0((,=)( 0  vxLvxNMx
dt

dx
L  

Доказательство того, что )()( xNxN l   основано на методе монотонности [8, 9]. 

4. Тогда ),(= 0vvxx  и ).,(),(inflim 00 vvJuuJ ll    

Таким образом, показано существование решения задачи смешанного управления решения-

ми для полулинейной системы леонтьевского типа с начальным условием Шоуолтера–Сидорова. 
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Abstract. This paper investigates a mixed control problem for a Leontief-type semilinear system 

with a Showalter–Sidorov initial condition. The problem statement allowed applying methods for 

studying the solvability of an optimal control problem for a Sobolev-type semilinear equation to a mixed 

control problem for a Leontief-type semilinear system. A theorem on the existence of a solution to this 

problem is proved. The relevance of studying the solvability of this problem stems from the existence of 

applied problems based on a Leontief-type semilinear system. The research methods used here allow for 

further numerical studies of the optimal control problem. 
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