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Аннотация. В результате функциональных преобразований случайных 

величин получены новые распределения, найдены и исследованы функции 

плотности. В качестве базового рассматривается трехпараметрическое се-

мейство распределений типа гиперболического косинуса, которое является 

обобщением известного двухпараметрического распределения Майкснера. 

Исходя из моментов распределения, вычислен ряд нетривиальных несоб-

ственных интегралов определенного класса от комбинации степенных, экс-

поненциальных, гиперболических и других функций при трех параметрах. 

Ключевые слова: распределение типа гиперболического косинуса; функции 

случайных величин; плотность вероятностей; моменты; несобственный инте-

грал. 

 
Введение 

Для абсолютно непрерывных вероятностных распределений имеют место стандартные соот-

ношения с интегралами: условие нормировки, начальные и центральные моменты. Сложность 

вычисления таких интегралов определяется структурой функции плотности. Например, для пока-

зательного распределения случайной величины ~ ( )X E   интегрирование проводится общеиз-

вестными методами и не представляет проблемы. Для нормальной случайной величины 

~ ( ; )X N m    вычисления моментов ( )nM X  более трудоемки, но также общеизвестны, напри-

мер [1, 2]. 

Рассматривая функции случайных величин, получаем новые, как правило, более громоздкие 

распределения со сложной функцией плотности. Вычисление моментов в этом случае также 

усложняется. Стандартные методы преобразования интегралов и интегрирования для комбина-

ций различных функций не достаточны. Зададимся целью нахождения интегралов с заданными 

нетривиальными подынтегральными функциями. В основу формирования таких функций для 

интегрирования положим трехпараметрическое семейство распределений типа гиперболического 

косинуса Ch( , , )m      [3, 4], которое является обобщением известного двухпараметрического 

распределения Майкснера [5, 6]. Плотность вероятностей ( )mp x  этого распределения имеет вид [7] 
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При m N  бета-функция в (1), а следовательно, и функция плотности  mp x  выражается 

через элементарные функции в зависимости от параметров. В [8, 9] представлены рекуррентные 

формулы связи начальных моментов распределения с параметрами. Для случайной величины X  



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2026, vol. 18, no. 2, pp. 47–56 

48 

с функцией плотности вида (1) начальные моменты ( )nM X  выражаются через параметры 

, ,m      по формуле 

   
-

-
0 0

; , , 0, 1, 2, ,
n j jn n

n

n k
k j

M X U  n k j      n    
m

 

 

        (3) 

где множество целочисленных коэффициентов  ; ,U n k j  определяется из рекуррентного соот-

ношения 

   0;0,0 1; 0; , 0 при 0 или 0;U   U k j   k   j     

 ; , 0U n k j   при  0, кроме 0;0,0 ;k   U    

           1; , ; 1, 1 1 ; , 1 1 ; , 1U n k j U n k j j U n k j j U n k j            (4) 

при 0, 1, 2, , 1 n    k   . Значения коэффициентов   ; ,U  n k j  для начальных n  приведены в [9] 

в виде числовых треугольников. 

Из условия нормировки и найденных соотношений для моментов и параметров распределе-

ния в [10] сформирован класс интегралов, подынтегральными функциями в которых оказываются 

комбинации степенных, экспоненциальных, гиперболических и других функций. 

В представленной работе задача усложнена. Из распределений типа гиперболического коси-

нуса Ch( , , )m      с помощью некоторых функций случайных величин получены новые распре-

деления и для них рассмотрены соответствующие интегральные равенства. А затем интегралы от 

новых комбинаций функций вновь выражены через параметры , ,m     . 

Полученные группы интегралов с параметрами , ,m      структурно близки с интегралами в 

[10] как рассчитанные по одному и тому же алгоритму и вычисленные для связанных распреде-

лений, однако полученный результат является новым и позволяет шире взглянуть на найденную 

структурную связь интегралов в заданном классе функций с их параметрами. 

 

1. Обратная зависимость случайных величин 

Пусть случайная величина X  имеет распределение типа гиперболического косинуса с пара-

метрами , ,m   , а именно:  ~ Ch , , .X m    Соответственно, функция плотности  mp x  имеет 

вид (1) при обозначениях (2). 

Введём новую случайную величину 1Y X  с функцией плотности  mg y .  Соответствую-

щая функция 1y x  имеет монотонную обратную функцию 1x y , причем 
21yx y   . Об-

ласть определения обратной функции: ( ;0)y     (0; ) . 

Согласно общеизвестной теории функций случайных величин, например, [11, 12], плотности 

Y и X при 0 y   связаны соотношением 

 
2

1 1
.m mg y p

y y

 
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 
     (5) 

В общем виде, используя функцию плотности (1), из (5) находим 
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               (6) 

Для функции  mg y  вида (6) в соответствии с условием нормировки получаем 
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Следовательно,  
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где основание A  показательной функции находится согласно (2). Заметим, что несобственный 

интеграл в (7) имеет подынтегральную функцию, разрывную в точке 0y  .  

Также отметим, что параметр m  может быть и дробным. Например, при 2, 2,m       

1   из (7) следует  
1 1

arctg 2 2 2 2
2
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; .
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Аналогично для начальных моментов  , 0, 1, 2, ,nM X  n       получаем 
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Следовательно,  
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Согласно [4, 7] формулы плотности  mp x  при m N  имеют вид: 
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Ввиду безграничной делимости распределения типа гиперболического косинуса [4, 9] при 

натуральных m  случайную величину X  с плотностью  mp x  можно представить в виде суммы 

m  независимых случайных слагаемых, каждое с плотностью  1p x  [13–15]. Соответственно 

функция  mp x  является m -кратной сверткой [16–18] (композиция распределений): 

     m 1 m-1p x =p x *p x =       1 1 1p x *p x *…*p x . 

Для случайной величины 
1

Y
X

  соответствующие функции плотности  mg y  оказываются 

такими: 
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при 3, 5, 7, ; m     
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при m=4, 6 , 8, … .
 

Типичные графики функции плотности  mg y  при конкретных параметрах представлены на 

рис. 1 и 2.  

 

 
Рис 1. График функции плотности  1g y  при 1, 3, 1 m          

 

 
Рис. 2. График функции плотности  4g y  при 4, 4, 2m           

Как видно из рис. 1 и 2, графики асимметричны и функции плотности  mg y  имеют устра-

нимый разрыв при 0.y   График плотности состоит из двух составляющих (при отрицательном 

и положительном аргументах), но при разных соотношениях параметров форма кривой плотно-

сти данного семейства распределений принципиально не меняется. 

Отметим, что для распределений с плотностью  mg y  параметр μ  уже не является матема-

тическим ожиданием:  
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В общем случае для моментов n-го порядка   1n
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При 3, 5, 7,m        следует  
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В частности, при конкретных m  и n  подставляются значения коэффициентов   U n;k, j  

согласно (4), и выражения для интегралов как функций параметров β  и μ  существенно упро-

щаются. 

 

2. Экспоненциальная зависимость случайных величин 

Пусть случайная величина X  имеет распределение типа гиперболического косинуса 

 ~ Ch , ,X m      с функцией плотности  mp x  вида (1) при условиях (2). Полагаем XY e  с 

функцией плотности  mh y . Функция xy e  имеет монотонную обратную функцию lnx y , 

определенную при 0.y   Следовательно, 
1

yx
y

   . Тогда плотность вероятностей распределения 

случайной величины Y  получается как 
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В частности, при m N  согласно формулам (8)–(10) на положительной полуоси получаем 
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Типичный график функции плотности  mh y  при конкретных параметрах представлен на 

рис. 3. 

 
Рис. 3. График функции плотности  mh y  при 1, 3, 1m          
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Аналогично получаются соотношения для интегралов и при других значениях параметров. 

 

Заключение 

Как известно, для многих классов распределений соответствующие случайные величины 

связаны функционально. Например, для равномерно распределенной на интервале ;
2 2

 
   

 
 

случайной величины X  функция tgY X      приводит к распределению Коши с параметра-

ми μ  и λ  [2]. Если случайная величина X  имеет распределение максимального значения с па-

раметрами μ  и λ , то случайная величина exp
X

Y



   

 
 распределена по показательному 

закону с параметром λ  [2]. 

В данной работе при использовании функций случайных величин найдены и исследованы 

плотности новых распределений. Причем список таких распределений далеко не исчерпывается 

вышеприведенными в качестве иллюстрации. 

При этом используются авторские результаты для распределения типа гиперболического ко-

синуса, которые позволяют для новых распределений вычислять интегральные характеристики и 

тем самым формируют новые классы интегралов от комбинаций заданных функций при различ-

ных параметрах. 

Полученный результат интересен как с теоретической, так и прикладной точек зрения. 
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Abstract. Functional transformations of random variables have led to the creation of new distribu-

tions. Relevant probability density functions are determined and analyzed. The work is based on a three-

parameter family of distributions of the hyperbolic cosine type, which generalizes the well-known two-

parameter Meixner distribution. Several non-trivial improper integrals of a certain class of three-

parameter combinations of power, exponential, hyperbolic, and other functions are evaluated based on 

distribution moments. 

Keywords: distribution of the hyperbolic cosine type; functions of random variables; probability 

density function; moments; improper integral. 
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