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Аннотация. Исследуется проблема обеспечения устойчивости замкну-

тых систем цифрового управления объектами, состояние которых описыва-

ется вектором состояний, а модель представляет собой матрицу передаточ-

ных функций. Управляющую функцию реализует настраиваемый вычис-

лительный модуль, функционирующий в режиме последовательного цик-

лического сканирования, а отработка программных инструкций в нем про-

исходит строго синхронно с ходом реального времени, что гарантирует де-

терминированное исполнение команд без временных задержек. Последова-

тельная интерпретация управляющей программы представляет собой де-

терминированный программный поток, математическое моделирование 

которого в терминах полумарковских процессов позволяет формализовать 

временные задержки обработки данных и количественно оценить их влия-

ние на устойчивость управления. Между вводом элементов вектора состоя-

ния в контроллер и выводом элементов вектора управления из контролле-

ра существует задержка по времени, математическое ожидание которой 

формирует чистое запаздывание в контурах управления объектом. Робаст-

ность системы определена как величина приращения задержки по времени, 

приводящая систему к ближайшей границе устойчивости, определяемой по 

необходимым и достаточным условиям существования отрицательных дей-

ствительных частей корней характеристического уравнения замкнутой си-

стемы, сформированного с учетом чистого запаздывания. Разработан метод 

расчета оценки робастности замкнутой цифровой системы векторного 

управления, в котором контроллер рассматривается как физический при-

бор, рассчитывающий вектор управляющих воздействий на основании из-

меренного вектора состояний объекта в реальном физическом времени. На 

основе характеристического уравнения системы и инверсной матрицы 

Гурвица получены аналитические выражения для граничных приращений 

задержки, позволяющие количественно оценить уровень робастности по 

устойчивости и вероятность срыва управления. Предложенная методика 

конструирования робастных систем цифрового управления задаёт последо-

вательность действий от математического моделирования объекта до про-

верки невыхода времени задержки за заданные пороги на этапе проектиро-

вания системы управления. Работоспособность методики подтверждена ре-

зультатами моделирования переходных процессов в системе управления 

двухконтурным объектом без и с учетом задержек формирования управля-

ющих воздействий. Приоритеты развития полученных результатов связы-

ваются с разработкой метода определения робастности системы управления 

по перерегулированию и времени ее выхода на установившийся режим с 

последующим синтезом систем векторного управления, робастных по ука-

занным параметрам. 

Ключевые слова: цифровое управление; векторное управление; устойчи-

вость управления; робастность управления. 

 

Введение 

Цифровизация платформ управления сложным производственным оборудованием [1–3] от-

крывает возможности для одновременного мониторинга большего числа взаимозависимых тех-
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нологических параметров, что напрямую сказывается на стабильности и качестве выпускаемой 

продукции. В основе этих систем чаще всего лежат перепрограммируемые контроллеры, обраба-

тывающие управляющие инструкции последовательно, шаг за шагом, причём выполнение каж-

дой команды привязано к реальному физическому времени [4–6]. Это неизбежно порождает за-

держки времени между моментом считывания данных с датчиков текущего состояния объекта и 

выдачей управляющих сигналов [7, 8]. Длительность таких задержек зависит прежде всего от 

размерности вектора состояния, аппаратной производительности контроллера и вычислительной 

трудоёмкости алгоритма, преобразующего информацию с датчиков в управляющие сигналы. 

Последовательная интерпретация управляющей программы контроллером представляет со-

бой детерминированный программный поток, математическое моделирование которого в терми-

нах полумарковских процессов позволяет формализовать временные задержки обработки данных 

и количественно оценить их влияние на устойчивость замкнутых контуров. 

Накопление задержек в контурах обратной связи негативно отражается на динамике замкну-

той системы: снижается запас устойчивости, растёт перерегулирование, увеличивается время пе-

рехода к установившемуся режиму [3, 9, 10]. Особенно критична потеря устойчивости – она ве-

дёт к полному нарушению процесса управления, поэтому анализ влияния временных запаздыва-

ний на устойчивость считается обязательным этапом при разработке систем автоматического ре-

гулирования. Если запаздывание слабо влияет на работоспособность контура, систему характери-

зуют как робастную по устойчивости: даже при росте задержек процесс не срывается [11]. При 

этом в инженерной практике недостаточно внимания уделяется оцениванию робастности через 

призму вычислительной сложности управляющего программного обеспечения, что делает даль-

нейшие исследования в этом направлении актуальными, а их результаты – практически востре-

бованными. 

 

1. Методика конструирования робастных систем цифрового управления  

Замкнутая K-мерная векторная система цифрового управления включает последовательно 

соединенные контроллер и линейный объект регулирования с обратной связью [1, 5]. Контроллер 

включает блок сравнения сигналов, матрицу программно реализуемых линейных передаточных 

функций  сW s  и матрицу задержек  Q s , обусловленных дискретностью функционирования 

контроллера. Объект регулирования описывается матрицей передаточных функций  oW s ,  

где s – оператор Лапласа [12].  

Характеристическое уравнение, описывающее динамику процессов в этой замкнутой систе-

ме, имеет вид [3, 13] 

 
0

0
N

n
n C

n

T s


 , 

где  n CT  – коэффициенты, зависящие от времени задержки (TC) и получаемые в результате 

перемножения матриц  Wo s  и  Wc s , суммирования произведения с единичной матрицей, рас-

крытия определителя и приведения подобных членов; N – порядок полинома, максимальный по-

рядок которого оценивается как  

1

K

k

k

N N


  , 

где , ,k o k c kN N N  , , , ,maxo k l o k lN N  – максимальное значение порядка полинома знаменателя 

передаточных функций  oW s ; , ,o k lN  – порядок полинома знаменателя передаточной функции 

 oW s ; , , ,maxc k l c k lN N  – максимальное значение порядка полинома знаменателя передаточных 

функций  cW s ; , ,c k lN  – порядок полинома знаменателя передаточной функции  cW s . 

Значение порядка уравнения быстро растет с увеличением количества контуров K управле-

ния в системе и ростом порядка знаменателя kN . Поэтому анализ робастности системы по устой-

чивости является трудоемким процессом. Необходимыми условиями устойчивости являются по-
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ложительные значения коэффициентов  n CT . При этом условиями, необходимыми для обес-

печения устойчивости системы, являются  

  ,n C n TT    >0, 0 n N  , 

где 
 

,
n C

n
C

T

T









 – оценка чувствительности коэффициента  n CT  к изменению времени 

запаздывания CT ; ,T C  – отклонение времени запаздывания от номинального значения. 

Дополнительными необходимыми и достаточными для устойчивости системы являются 

условия критерия Гурвица [14], согласно которым для устойчивой системы все определители, 

построенные на левом верхнем элементе матрицы Гурвица, должны быть положительными.  

Матрица Гурвица для характеристического уравнения имеет вид 
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. 

Прямой расчет оценки робастности по записанной матрице приводит к значительным вычис-

лительным затратам, поскольку в системах, передаточные функции  oW s  и  cW s  которых 

имеют в числителях полиномы более низких порядков, по сравнению с полиномами знаменате-

лей, элементы  n CT  появляются в определителях, охватывающих элементы, расположенные 

ближе к нижнему правому углу матрицы. Для уменьшения вычислительной сложности расчета 

оценки разделим левую и правую части характеристического уравнения на 0Ns   ( s i   , 

где 0, 0    – абсцисса абсолютной сходимости;  – круговая частота). В результате полу-

чим 

 
0

0
N

N n
n C

n

T r 



 , 

где 1r s . 

Если характеристическое уравнение описывает устойчивую замкнутую систему, то его корни 

1sɶ , ..., nsɶ , ..., Nsɶ  и 1rɶ , ..., nrɶ , ..., Nrɶ  либо являются отрицательными действительными, либо это 

пара комплексно-сопряженных корней, которые имеют одинаковую отрицательную действи-

тельную часть. Несложно показать, что если  Re 0nr ɶ , то  Re 0ns ɶ . Действительно, пусть 

   1, ,n nr r i i      ɶ ɶ , 

где 1i   , 0   – действительная часть являются парой комплексно-сопряженных корней ха-

рактеристического уравнения, которой соответствует пара комплексно-сопряженных корней 

   1 1
1 1, ,n n n ns s r r 

 ɶ ɶ ɶ ɶ , определяемая по зависимости 

 1 2 2 2 2

1 1
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i i
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i i
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          
ɶ ɶ . 

Действительные части корней равны      1
2 2

1Re , Re ,n ns s    


  ɶ ɶ , то есть если 0  , 

то и   1
2 2 0  


  . Таким образом, анализ робастности по устойчивости системы ко времени 

задержки сигнала CT  может быть проведен с использованием инверсной матрицы Гурвица 
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Условия устойчивости для первых трех определителей Гурвица, полученных из этой матри-

цы, имеют вид: 

 1 ,1C H TT   >0; 
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Если в условиях устойчивости системы заменить знак «>» на знак равенства и разрешить по-

лученные уравнения относительно T , то можно получить 2N граничных значений T , разделя-

ющих устойчивую и неустойчивую систему: 
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Уровень робастности R определяется по наименьшему из граничных значений T , то есть 

 , ,1 , , , , , ,1 , , , ,min , ..., , ..., , , ..., , ...,T T n T N T H T H n T H NR          . 
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Вследствие того, что время запаздывания вектора рассчитанных значений управляющих воз-

действий относительно вектора измеренных характеристик состояния объекта является случай-

ным и определяется плотностью распределения  Cf t , вероятность выхода системы за границу 

устойчивости, определяемую по значению уровня робастности, равна  

 
С

R C

T R

p f t dt





  . 

Для уровня робастности R или вероятности pR при проектировании цифровой системы 

управления может быть установлен порог Rɶ  или Rpɶ , невыход за который гарантирует отсут-

ствие срыва процесса управления объектом. 

Из изложенного следует методика конструирования робастных систем цифрового управле-

ния: 

1) разработка математической модели объекта управления, описывающей замкнутую систе-

му управления; 

2) выбор закона управления  Wc s  и формирование линейно-циклического алгоритма для 

реализации в виде управляющей программы; 

3) синтез характеристического уравнения системы; 

4) получение граничных условий для оценки робастности системы; 

5) расчет оценок задержек по времени в контурах управления и проверка выполнения усло-

вия невыхода параметра CT  за пределы Rɶ  или Rpɶ , характеризующие робастную систему: при 

невыполнении требований к системе управления производится корректировка программы управ-

ления. 

 

2. Пример моделирования системы векторного управления  

Влияние времени задержки на устойчивость замкнутой системы управления показано на 

примере управления двухконтурным объектом, который описывается матрицей передаточных 

функций  

 
   

   

4 2 2 4 2 2

4 2 2 4 2 2

1 1

10 10 1 2 10 3 10 1
W

1 1

2 10 3 10 1 10 10 1

o

s s s s s s
s

s s s s s s

   

   

        
  

 
       

. 

В контроллере реализована функция пропорционально-интегрально-дифференциального ре-

гулятора [15, 16], имеющая вид 

 

2

2

10 100 1
0

W
10 100 1

0

c

s s

s
s

s s

s

  
 
 
  
 
 

. 

На входы системы подаются единичные ступенчатые функции Хевисайда 

   1 2

0, если 0;

1, если 0.

n
u n u n

n


  


 

В канале измерения состояния объекта управления присутствует белый шум, амплитуда ко-

торого равна 0,16 ед. от входного воздействия.  

На рисунке а, б показаны переходные процессы в системах, в которых управляющие воздей-

ствия рассчитываются за 0,0018 и 0,0022 с соответственно.  

Анализ переходных процессов показывает, что с увеличением CT  всего на 0,0004 с, что со-

ставляет 22 % от номинального значения, в системе возникают незатухающие колебания, то есть 

система не является робастной по отношению ко времени запаздывания. 
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Переходные процессы в системе без учета (а) и с учетом задержек (б) 

 

Заключение 

Основным результатом исследования является метод расчета оценки устойчивости замкну-

той цифровой системы векторного управления, в котором контроллер рассматривается как физи-

ческий прибор, рассчитывающий вектор управляющих воздействий на основании измеренного 

вектора состояний объекта в реальном физическом времени. На основе характеристического 

уравнения системы и инверсной матрицы Гурвица получены аналитические выражения для гра-

ничных приращений задержки, позволяющие количественно оценить уровень робастности по 

устойчивости и вероятность срыва управления. Разработанная методика конструирования ро-

бастных систем цифрового управления задаёт последовательность действий от математического 

моделирования объекта до проверки невыхода времени задержки за заданные пороги на этапе 

проектирования системы. Дальнейшие исследования направлены на определение робастности по 

перерегулированию и времени выхода на установившийся режим, а также на разработку методик 

синтеза систем управления, робастных по указанным параметрам. 

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 25-29-20177. 

 

Литература 

1. Hennessy, J.L. Computer Architecture. A Quantitative Approach / J.L. Hennessy, D.A. Patterson. – 

N.Y. Elsevier, 2012. – 493 p. 

2. Fadali, M.S. Digital Control Engineering: Analysis and Design / M.S. Fadali, A. Visioli. – Else-

vier Inc., 2013. – P. 239–272. 

3. Математическое обеспечение иерархического цифрового управления сложным технологи-

ческим объектом / Е.В. Ларкин, А.В. Богомолов, А.Н. Привалов, Т.А. Акименко // Вестник Юж-

но-Уральского государственного университета. Серия «Математика. Механика. Физика». – 2024. – 

Т. 16, № 4. – С. 43–55. 

4. Scholl, E. Control of Self-Organizing Nonlinear Systems / E. Scholl, S.H. Klapp, P. Hovel. – 

Springer: Berlin/Heidelberg, Germany, 2016. – 475 p. 

5. Bosgra, O.H. Design Methods for Control Systems / O.H. Bosgra, H. Kwakernaak, G. Meinsma. – 

Dutch Institute of Systems and Control, 2007. – 321 p. 

6. Математическая модель двухуровневой цифровой системы управления с прерываниями / 

Е.В. Ларкин, А.В. Богомолов, А.Н. Привалов, Т.А. Акименко // Вычислительные технологии. – 

2025. – Т. 30, № 5. – С. 95–107. 

7. Привалов, А.Н. Моделирование надежности программных компонентов киберфизических 

систем / А.Н. Привалов, А.В. Богомолов, Е.В. Ларкин // Программные продукты и системы. – 

2025. – № 1. – С. 47–54. 

8. Богомолов, А.В. Математические модели программных отказов цифровых систем управ-

ления / А.В. Богомолов, Е.В. Ларкин, А.Н. Привалов // Научно-техническая информация. Серия 

2: Информационные процессы и системы. – 2025. – № 1. – С. 1–9. 

9. Green, M. Linear Robust Control / M. Green, D. Limebeer. – Dover Publications, 2012. – 558 p. 



Ларкин Е.В., Привалов А.Н., Метод анализа устойчивости замкнутой 
Богомолов А.В., Филиппова Е.В. цифровой системы управления 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2026, том 18, № 3, С. 23–31 

29 

10. Robust Predictive Extended State Observer for a Class of Nonlinear Systems with Time-

Varying Input Delay / R. Sanz, P. García, P. Albertos, E. Fridman // International Journal of Control. – 

2020. – Vol. 93, no. 2. – P. 217–225.  

11. Delay-Dependent Criteria for Robust Stability of Time-Varying Delay Systems / M. Wu, Y. He, 

J.H. She, G.P. Liu // Automatica. – 2004. – Vol. 40, no. 8. – P. 1435–1439. 

12. Pavlov, A.V. About the Equality of the Transform of Laplace to the Transform of Fourier / 

A.V. Pavlov // Issues of Analysis. – 2016. – Vol. 5 (23), no. 1. – P. 21–30. 

13. Linear Algebra / D. Cherney, T. Denton, R. Thomas, A. Waldron / Ed. by K.Glaezer, T. Scrim-

shaw. – Davis USA, California, 2013. – 410 p. 

14. Toshiharu, S. Simple Explanation of Routh-Hurwitz Criterion for Undergraduate Education / 

S. Toshiharu // Systems, control and information. – 2021. – Vol. 65, no. 7. – P. 257–270. 

15. Ang, K.N. PID Control System Analysis, Design and Technology / K.N. Ang, G. Chong, Y. Li // 

IEEE Transactions of Control Systems Technology. – 2005. – Vol. 13, Iss. 4. – P. 559–576. 

16. Ларкин, Е.В. Нейросетевая настройка генетического алгоритма управления векторной 

иерархической системой / Е.В. Ларкин, А.В. Богомолов, А.Н. Привалов // Информатика и автома-

тизация. – 2025. – Т. 24, № 5. – С. 1333–1354. 

Поступила в редакцию 1 июля 2026 г. 

 

Сведения об авторах 

Ларкин Евгений Васильевич – доктор технических наук, профессор, профессор-консультант, 

Тульский государственный университет, г. Тула, Российская Федерация, e-mail: elarkin@mail.ru 

Привалов Александр Николаевич – доктор технических наук, профессор, директор института 

передовых информационных технологий, Тульский государственный педагогический универси-

тет им. Л.Н. Толстого, г. Тула, Российская Федерация, e-mail: privalov.61@mail.ru 

Богомолов Алексей Валерьевич – доктор технических наук, профессор, ведущий научный 

сотрудник, Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» РАН, 

г. Москва, Российская Федерация, e-mail: a.v.bogomolov@gmail.com 

Филиппова Екатерина Вячеславовна – кандидат технических наук, доцент института передо-

вых информационных технологий, Тульский государственный педагогический университета им. 

Л.Н. Толстого, г. Тула, Российская Федерация, e-mail: filippova.ev87@mail.ru 

 

 
Bulletin of the South Ural State University 

Series “Mathematics. Mechanics. Physics” 
2026, vol. 18, no. 3, pp. 23–31 

 
 DOI: 10.14529/mmph260303 
 

A METHOD FOR ANALYZING THE ROBUSTNESS OF A CLOSED-LOOP DIGITAL 
CONTROL SYSTEM 
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Abstract. This paper examines the robustness of closed-loop digital control systems for objects 

whose state is described by a state vector, and whose model is a transfer function matrix. The control 

function is implemented by a configurable computing module operating in sequential cyclic scanning 

mode, while program instructions are executed therein strictly synchronously with real time, guarantee-

ing timely deterministic command execution. The sequential interpretation of the control program repre-

sents a deterministic program flow, the mathematical modeling of which in terms of semi-Markov pro-

cesses allows formalizing the time delays of data processing and quantifying their impact on control sta-
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bility. There is a time delay between the input of state vector elements to the controller and the output of 

control vector elements from the controller. The mathematical expectation of this delay forms the pure 

delay in the control loops of the plant. System robustness is defined as the value of the time delay in-

crement that brings the system to the nearest stability boundary, determined by the necessary and suffi-

cient conditions for the existence of negative real parts of the roots of the characteristic equation for the 

closed-loop system, formed taking into account the pure delay. A method has been developed to calcu-

late the robustness of a digital vector control system with a controller that calculates the control vector 

based on the state vector of the plant measured in real time. Based on the system's characteristic equa-

tion and inverse Hurwitz matrix, analytical expressions are derived for the boundary delay increments. 

These equations allow for a quantitative assessment of the robustness level for stability and the probabil-

ity of control failure. The proposed methodology for designing robust digital control systems outlines a 

sequence of steps, from mathematical modeling of the plant to verifying that the delay time does not ex-

ceed specified thresholds during the control system design phase. The effectiveness of this methodology 

is confirmed by the results of transient simulations in a dual-loop plant control system, both with and 

without delays in control action generation. Based on these results, priorities for future work include 

developing a method for determining the robustness of the control system in terms of overshoot and time 

to reach steady state. This would be followed by the synthesis of vector control systems that are robust 

to specified parameters. 

Keywords: digital control; vector control; control stability; control robustness. 
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