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��� �� ��
���� ������������
� �����
� ������
������
�
 �
�������� �� ����
�

�.�. ������1, �.�. 	
���
��2

��������� 	�
�� ����
� ������� 
������	��
��� ������� ������ ��-

�����
� ���������� � ������ �������-�����
������� �������. ������� ��-

����� ������ �� ���	��. �������� ������� � ��	���
�� ���	� ��� ����
�-

��	 �
���������, ���������	 �� ����������
 b(t) ������. 

�������� ��	�
: ��
���� 

�
�� ��� 
�
���������� �������, �
�����
�

��
��
� 

�
�
 ���
�
, ��
��
� 

�
�
 �
��������
. 

���������� ��	
��	�	
�
�� ������ ��
	�
��� ������	
��

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t a t t b t t f tψ ψ ψ+ − −= + +                    (1) 


� �	�	���	

�� ������ :Im 0zΓ = . ��	�� ( ), ( ), ( ) ( )a t b t f t H∈ Γ  – �	���	������	 ��
����, 

( ) 0,a t ≠ t ∈Γ , �	���
	�
� ����	

�� ����� ������	��� � Γ . 

 �	��	��� 
���� ��
���� ( ), ( )z zψ ψ+ − , �
������	���	 �����	����	

� � �	�

	� ��������-

����� S+ � 
��
	� ������������� S− , 
	��	�!�
� ���������!	 
� ������ Γ , 	��� ���
��
!	

�
��	
�� ���
 ��
���� �����
! ��
	�
!� ����
�"	
�	� (1). �	"	
�	 ���	� ������ � �����	

��
����, ���	�����
 � ����	 z i= − . 

#���� Ind ( )a tκ Γ= [ ]
1

ln ( ) ,
2

a t
iπ

+∞

−∞
= ��	 ��� [ ]ln ( )a t

+∞

−∞
��	��	� ��
����� ������	
�	

ln ( )a t , ����� ����� t ����	��	� ������ Γ �� t = −∞ �� t = +∞ . 

$�� ����, ����! ����	��� �����������	��� ������ � ���
��
�� �����	 ��� 	��
��
�� ��-

���
����, ��������	

�� � �����	 [1], ����	
�� ��	����		 ����
�-��
	�
�	 ��	��������
�	: 

,
i z i

z i i
i z i

ς
ς

ς

− −
= − = −

+ +
.                                                          (2) 

#�� ���� ��	��������
�� ������ Γ ��������� z �	�	
���� � 	��
��
�� �����
����

: 1L τ = ��������� ς . 

$���
�-��
	�
�	 ��	��������
�	 (2) ��
����
� ��	������	� ������� S+ �� �
���	

����

	��
��
��� ����� D+ , � ������� S−  − �� �
	"
���� D− ; ��� ���� ����	 z = ∞ �����	�����	� ���-

�� iς = − , � ����	 ς = ∞  − ����� z i= − . 

$�� �����	
�� ������ �!, ��	��� [5], ���	� ����
����� ��
����  

( )
i

z i
i

ς
ψ ψ

ς

� �−
= −� �

+� �
������ �	�	� ( )ψ ς ; �
������
�	 ����
��	
�	 ��������	��� � ����
	�"	� ��� ( ), ( )a t b t , ( )f t �

�����
 ��
����. 

 ���� ���
��
�	 ������	 (1) ����"	��� � ���	: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),a b f Lψ τ τ ψ τ τ ψ τ τ τ+ − −= + + ∈ .                                         (3) 
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*������ ��	����		 �����
��	��
�	 ����
��	
�	 
� ��������	
� ( )b t ���	��� ������ (1): 

��
���� ( )b t 	��� ���
��
�	 �
��	
�	 ��
����, �	������
�� � �	�

	� ������������� S+ . 

+�	���
�, ��� � ���� �����	 ��
���� ( )b τ ���	��� ������ (3) ���	� �������� ���	�!� �
��	
�	�

��
����, �	������
�� � ����	 D+ .  

&��������	��� �	�	�� �	���������� ������ [1]. & ���� �����	 ��	
��	�	
�
�� ���	��� ������

��
	�
��� ������	
�� ��� 	��
��
�� �����
���� 
� ��
���
�� �
������	����� �������	
��

�� ����	����

1 1

1 1

( ), ,
( )

( ), ,

D

D

ς ϕ ς ς
ϕ ς

ς ϕ ς ς

− −
− +∗

− −
+ −

� ∈�
= 	

∈�


��	 1( ) ( ) ( ),aϕ τ ψ τ τ−
± ± ±= ( ) ( ) ( )a a aκτ τ τ τ+ −= , 

1 ln[ ( )]
( ) exp ( ), ( )

2
L

a d
a B B

i

κτ τ τ
ς ς ς

π τ ς

−

± ±= =
−� , �������� � ������
�� �����	 ����
�: 

( ) ( ) ( ) ( ),G F Lτ τ τ τ τ+ −Φ = Φ + ∈ .                                                  (4) 

��	��

( ), ,( )
( ) , ( )

( ), ,( )

D

D

ϕ ς ςϕ ς
ς ϕ ς

ϕ ς ςϕ ς
+ +

∗
− −

∈�� �
Φ = = 	� �

∈� � 


2

1 1

1

1 ( ) ( )
, ( ) ,

( ) 1

b b
G

b

κ τ τ τ
τ τ

τ τ

� �−
� �=
� �−� �

1 1 11 1

1 11

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ), ( ) , ( ) ( ) ( )

( )

f b f
b b a a F f f a

f

κ

κ

τ τ τ τ
τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ

− −
− + +−

� �−
= = =� �

� �−� �
. 

�	"	
�	 ������ (4) ��	��� � �����	 ����	����
!
, ���	�����
 
� �	���
	�
���� �	���� ��
�-

���. #�� ������������ ������! ( )G τ ��������	��� �	��� ���	���	

!
 �
�����	
�� [2–4]. 

& ����	 �������� ��
�
��	���� �������  

11 12

21 22

( ) ( )
( )

( ) ( )

χ ς χ ς
χ ς

χ ς χ ς

� �
= � �
� �

,                                                         (5) 

1 1 1 1

11 1

1

[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )], ,
( )

( ) ( ), ,

v u R q b R D

q R Dκ

ς ς β ς ς ς ς ς α ς ς β ζ ς
χ ς

ς ς ς ς

+
+ + +

− −
−

� − + + ∈
= 	

∈


2 1 2 2

12 1

2

[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )], ,
( )

( ) ( ), ,

v u R q b R D

q R Dκ

ς ς β ς ς ς ς ς α ς ς β ζ ς
χ ς

ς ς ς ς

+
+ + +

− −
−

�− − − + ∈
= 	

∈


1 1 1

21
1 1

1 1 1

( )[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ), ,
( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )], ,

q R u R D

q R q R Dκ κ

ς α ς ς β ζ ς ς ς
χ ς

ς ς ς β ς ς ς α ς ς β ζ ς

+
+ +

− − − − +
+ − −

� + − ∈�
= 	

− − ∈�


2 2 2

22
1 1

2 2 2

( )[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ), ,
( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )], .

q R u R D

q R q R Dκ κ

ς α ς ς β ζ ς ς ς
χ ς

ς ς ς β ς ς ς α ς ς β ζ ς

+
+ +

− − − − +
+ − −

� − + + ∈�
= 	

− − − ∈�


��	�� ( ), ( ), ( )p qβ ς ς ς+ ���	�	������ �� ���	
���� 1

( )
( ) ( )

( )

p
b

q

ς
ς ς β ς

ς
+= + ; ��
���� ( ), ( )u vς ς

�������� �	"	
�	� ����
	
�� ,	�� ( ) ( ) ( ) ( ) 1p u q vς ς ς ς+ = ; 1 2( ), ( )R Rς ς  − ���	���	

!	 �
���-

��	
! ����	�����	��
���� 2 1 1, ,Nα α− � : 

2

2 1( ) ( ) ( ) ( ),j N

N j j jP R
µ

τ τ τ α τ τ β τ− +
− = +

2 1

2 1 2

1

1,2, ( )
N

k

N N k

k

j P τ α τ
−

− −
=

= = � , 

��	 1 2, 2N rµ µ = −  − �
�	��! ����	�����	��
����, ( )jα τ−  − �
�����	
! �� 1τ − , ( )jβ τ+  − �
���-

��	
! �� τ ��	�	
� 
	 �!"	 1jµ − , N  − ����� ������� ��
���� ( )bς ς � ������� D+ , 

Nr rank T= , 1

, ,2 12
0, , 1

1
( ) , 1 2 1,

2

k

i k Nk N i j k
j k

L

T d k N
i

α α τ α τ τ
π

−
= −− +
= −

� �
= = − ≤ ≤ −� �

� �
��

�

 − ����	�����	��
����

�	����	�!
 ������; ( )
1

1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )u q p q qα ς α ς α ς ς ς ς ς ς
−

− − − −
+ −= + = − . 
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#�� 
�
���	
�� �	"	
�� 
	��
����
�� ������ ������������ �����
�-�
������	���	 ��
�-

���  

( )1
( ) , 1,2

2

j

j

L

d
j

i

ω τ τ
ς

π τ ς
Ω = =

−� , 

��	 1 1 1 1

1 22 1 2 1 2 21 1 1 1

0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f q R f f q R fκ κω τ χ τ τ τ τ τ τ ω τ χ τ τ τ τ τ τ

σ σ
+ − − + − −
 � 
 �= − = − −� � � � . 

&	�
	��� �	�	�� � �	�	�	

�� z �� ������	
z i

i
z i

ς
−

= −
+

. �	�������! ������ [1] ���������

�������������� ��	�����	 �	��	�!. 

�����	� 1. ���� r Nκ ≤ − , �	 	��	�	��
� ������������
� 

�
�
 ������	�	 �	��� ����

��� �	����	��	��� �	����
�� � ��
��� ����

�!�� � �	��� z i= − ���	��	-
�
���������� ����-

��� �	�"�	 �����	� �������. 

���� r N N rκ− < ≤ − , �	 �

����	��" �
� R ��	���
����
 ������� 	��	�	��	� 

�
��

�
��
 N rκ + − . #�$	� ������� ( )zψ ��	� 

�
�� ����� ���

1( ) ( ) ( ),z a z zψ ϕ=

0
1 0

( ), , ln ( )1
( ) ( ) exp ( ), ( ) , ( ) ( )

( ), , 2

k
a z z S a t dtz i t i

a z a z B z B z a t a t
a z z S i t i t z t iπ

+∞
+ +

± ±

− − −∞

∈� + +� �
= = = ⋅ =	 � �∈ + − −� �


� , 

1 11 1 21( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z i

z z z z z
z i

ϕ π χ π χ∗ ∗−� �
= + � �

+� �
, 

��� 1( )zπ  − ��	�
�	�"��� �	���	� 	��	�����"�	
z i

z i

−� �
� �

+� �
� �	���������� �	���������
��

������� �� ���� 1N rκ + − − , 
 11 21( ), ( )z zχ χ − �������� �
�	������	� �
����� ( )zχ , 	�����-

����	� �	����	� (5), � �	�	�	�
z i

i
z i

ς
−

= −
+

. 

%�� N rκ > − ��	���
����	 ������� 	��	�	��	� 

�
�� ����� �

����	��" 2κ , � ��$	�

������� �	 �� $��" ������
����	 � ����

1( ) ( ) ( ),z a z zψ ϕ=

1 11 2 12 1 21 2 22( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z i z i

z z z z z z z z z
z i z i

ϕ π χ π χ π χ π χ∗ ∗ ∗ ∗− −� � � �
= + + +� � � �

+ +� � � �
. 

&���" 1 2( ), ( )z zπ π  − ��	�
�	�"��� �	���	�� 	��	�����"�	
z i

z i

−� �
� �

+� �
� �	���������� �	��-

�������
�� ������� �� ���� 1, 1N r N rκ κ+ − − − + − �		����������	. 

�����	� 2. '�	��	�	��
� ������������
� 

�
�
 ������	�	 �	��� ���� ��� �	����	��	���

����� ����������	� ������� ��� ��$	� ��
�	� �
��� �	��
 � �	�"�	 �	��
, �	��
 0, r Nκ = = . 

(�	 ������� �
�	����� �	 �	�����  

0 1 0( ) ( ) ( ),z a z zψ ϕ=

0 11 1 12 2 21 1 22 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

z i z i
z z z z z z z z z

z i z i
ϕ χ χ χ χ∗ ∗ ∗ ∗
 �− −� � � �

= Ω + Ω + Ω + Ω� � � �� �+ +� � � �� �
,           (6) 

( )1
( ) , 1,2

2

j

j

t dtz i
z j

i t i t z

ω

π

+∞

−∞

+� �
Ω = =� �

+ −� �
� . 

&
�
�
 ����� �� $	��� 	��	�	 ������� ��� r Nκ ≤ − . %�� 0κ < ������� ��!������� �	��


� �	�"�	 �	��
, �	��
 ���	������� ������!�� 2 κ ���	��� �

�����	���: 

1

1

2

( )
0, 1,2, , ,

( )

j
t i t dt

j N r
t i t i

ω
κ

−+∞

−∞

−� �
= = + −� �

+ +� �
� �

1

2

2

( )
0, 1,2, ,

( )

j
t i t dt

j k N r
t i t i

ω
−+∞

−∞

−� �
= = − +� �

+ +� �
� � . 

����������	� ������� � �
��	� ����
� ���	���� �	 �	����� (6). 
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&
�
�
 �

�����
 ��� ��$	� ��
�	� �
��� �	�"�	 ��� N rκ ≥ − . )$!�� ������� � ��	�

����
� ����� ���

0 1 1 11 2 12 1 21 2 22( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
z i z i

z z a z z z z z z z z z
z i z i

ψ ψ π χ π χ π χ π χ∗ ∗ ∗ ∗
 �− −� � � �
= + + + +� � � �� �+ +� � � �� �

��� 0 ( )zψ 	����������� �	����	� (6), 
 1 2( ), ( )z zπ π  − ��	�
�	�"��� �	���	�� 	��	�����"�	

z i

z i

−� �
� �

+� �
� �	���������� �	���������
�� ������� �� ���� 1, 1N r N rκ κ+ − − − + − �		����-

������	. 

'
�	���, ��� r N N rκ− < < − �	����
  

0 1 1 11 1 21( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
z i

z z a z z z z z
z i

ψ ψ π χ π χ∗ ∗
 �−� �
= + + � �� �+� �� �

��� 1( )zπ  − ��	�
�	�"��� �	���	� 	��	�����"�	
z i

z i

−� �
� �

+� �
� �	���������� �	���������
��

������� �� ���� 1N rκ + − − , �
�� 	$!�� ������� ��	��	�	��	� 

�
�� (1) ��� ���	������ ���-

���!�� N rκ − + ���	��� �

�����	���

1

2

2

( )
0, 1,2, ,

( )

j
t i t dt

j k N r
t i t i

ω
−+∞

−∞

−� �
= = − +� �

+ +� �
� � . 
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���
���
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ONE CASE OF THE GENERALIZED THREE-ELEMENT BOUNDARY PROBLEM 

ON THE LINE 

V.M. Adukov
1
, A.A. Patrushev

2

In the article an explicit method for the solution of generalized three-element boundary value prob-

lem in the class of piecewise analytic functions is given. The boundary condition of the problem is given 

on the straight line. The problem is solved in a closed form under certain constraints on the coefficient 

b(t) of the problem. 

Keywords: boundary problems for analytic functions, Riemann matrix boundary problem, Marku-
shevich boundary problem. 
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